Ingenieurmathematik 2 Studiengang Maschinenbau
Dr. Robert Lang OTH Regensburg

Ubungsblatt 9 - Lésungshinweise

Aufgabe 1 Bei den Differentialgleichungen handelt es sich um separable DGL 1. Ordnung;:
y' = f(z,y) = g(x)h(y). = Trennung der Variablen

a) |y = —2zy| dh. g(x) = =2, h(y) =

/édy:/(—lr)dz fir y #0

ln|y]+c:—x2 ceR

@] = e =ae >0
y@) = e aeR\{0}

Zusétzlich ergibt sich die konstante Losung y = 0, welche in obiger Darstellung fiir a = 0
enthalten ist. Die allgemeine Losung ist also y(z) = ae™™ mit a € R.

x
1+x2y

dh. g(z) = 5, h(y) =y

1 x .
/gdy—/l—i—xde firy #£0

1
1n|y|+c:—§ln(1+x2) ceR

ly(z) = 20 = 0y T 422 0> 0
y(x) =avl+a2?2 aecR\{0}

b) |y =

Zusétzlich ergibt sich die konstante Losung y = 0, welche in obiger Darstellung fiir a = 0
enthalten ist. Die allgemeine Losung ist also y(x) = av1 + 22 mit a € R.

o) |lzy' + (1—=z)y* =0| dh. g(z) ==L =11 (fir 2 #0), h(y) = ¢

[fime [ (-2 s

——+C—x—1n|x| ceR
Y

1
=~ 4€R
y(@) In|z| — +a “

Zusétzlich ergibt sich die konstante Losung y = 0, welche in obiger Darstellung nicht
enthalten ist.
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Aufgabe 2

a)

y =y*sin(z), y(r)=1| d.h. Trennung der Variablen

1
/Edy—/sin(x)dx firy #0

1
——+c=—cos(x) ceR
)
(1) = —— R
r)=—7+—" a
Y cos(x) + a

Zusétzlich ergibt sich die konstante Losung y = 0, welche in obiger Darstellung nicht
enthalten ist.

Das AWP y(m) = 1 wird fiir gelost, falls

1 1
cos(z)+al,_.  —1+a

i

Die Losung des AWP lautet also

y' = eYcos(x), y(5)=—2| d.h. Trennung der Variablen

1

/—y dy = /cos(x) dr firalley € R
e

—e Y4+ c=sin(z) ceR
y(r) = —In(c — sin(z))

Zusatzliche konstante Losungen gibt es nicht.
Die Losung des AWP (%) = 1 lautet

y(z) = —In(1 + €* — sin(z))

Y=z +y+1)° y0)=1

Zur Vereinfachung der DGL ist die Substitution z(x) := 4z + y(z) + 1 hilfreich. Es folgt

(DGL)

2 (z) =4+ (x) 4+ z(x)?

= 7 =4+ 22
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Diese neue DGL lésst sich iiber Trennung der Variablen 16sen:

1
/ dz:/ldx fir alle z €¢ R
4+ 22
1
Earctan<§>—§:x ceR
z(z)

Zusitzliche konstante Losungen fiir z(x) gibt es nicht.

= 2tan(2z + ¢)

Fiithrt man die Riick-Substitution aus, so erhélt man fiir die gesuchte Funktion y:
y(r) = z(x) —4x — 1 =2tan(2z + ¢) — 4z — 1 (mit ¢ € R)
Die Losung des AWP y(0) = 1 lautet:

y(x) = 2tan <2x+£> — 4z —1

y=24et, y(1)=2| (firz#0)

Zur Vereinfachung der DGL ist die Substitution z(z) := () hilfreich. Es folgt

/ ,(x)w_y@;) 1 / y(%’) (bGL) 1
o) = LD L () - M) O Lo

2 T T

= =26

Diese neue DGL lésst sich iiber Trennung der Variablen 16sen:

/—dz-/ dr firallezeR

=In|z| ceR
z(x) = —In(c—In|z|)

Zusétzliche konstante Losungen fiir z(x) gibt es nicht.

Fiithrt man die Riick-Substitution aus, so erhélt man fiir die gesuchte Funktion y:
y(x) =zz(x) = —zn(c — In|z|) (mit c € R)

Die Losung des AWP y(1) = 2 lautet:

y(z) = —zln (612 —In |:13|)

67



Aufgabe 3 Es handelt sich um lineare Differentialgleichungen 1. Ordnungﬂ:

Yy +a(x)y=>b(z) = Satzb5.3: A(z), C(x)

T x
a) |y +

3! Vg MW=

1
= A(x) = /a(x) de = 5 In(2? + 3)
Ferner ist fiir eine spezielle Losung eine Stammfunktion zu finden zu b(x)e?®):

1
Cl(ar) = / b(2)eA dg — / rdr = 1a?
Damit folgt geméafl Satz 5.4:

x? C

x) = (C(x e Al =
yia) = (Cla) + O = - T

CeR

2417

b) y’—i—x4 y:xi (x#0) dh a(z) =%, bz) =%

= A(x) = /a(:r) dr = 2In(z* 4+ 1) = In(z* + 222 + 1)

Ferner ist fiir eine spezielle Losung eine Stammfunktion zu finden zu b(x)e?®):
C(x):/b(x)eA(w)dx:/ :Z,‘2—1-2+i dlex?’—l—%:—l
x? 3 x

Damit folgt geméafl Satz 5.4:

18 +22 -1+ C
xr 4+ 222 +1

y(z) = (C(z) + C)e 4@ = , CeR

'In der Literatur wird das dafiir genutzte Losungsverfahren als ,,Variation der Konstanten“ bezeichnet.
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Aufgabe 4 Gegeben ist die nicht-lineare DGL 1. Ordnung fiir v(¢):
mo = mg — \v?
mit Masse m > 0, der Erdbeschleunigung g = 9, 81 sowie einer Reibungskonstante A > 0.

a) Es handelt sich um eine separable DGL, daher Losung iiber Trennung der Variablen:

dv B A,
dt g m
1
/—)\de:/ldt (fiir g — 20* #£0)
9g—nv
1 d
— / —qi =t—c ceR
g) 1—=22
mg
Es ist )
/ T dz = artanh(x)
also erhilt man mit der Substitution z := /2-v:

mg

1 d 1
—/—Qj\:— @artanh(@/iv);t—l—c
g 1_m_gv2 g A my

Lost man nach der gesuchten Geschwindigkeit v auf, so erhélt man:

v(t) = /5% tanh (\/%t%—a), acR

Zusétzlich gibt es die konstante Losung, die aus g — %v2 = 0 folgt:
v(t) = /52 = const. (nur v > 0 ist physikalisch sinnvoll)

b) Es gilt:

inh 1 et — et 2 11
lim tanh(z) = lim sinh(z) = li M — lim & |
T—00 T—00 COSh([L’) T—00 5 (633 _I_ e*I) T—00 62&: + 1

Damit folgt fiir die Grenzgeschwindigkeit vy,.x, die nicht iiberschritten werden kann:

V(t) < Vpax = tlim v(t) = 9 _ 7,0m/s

—00 A

Da v(t) ~ \% gilt, fiihrt eine Vervierfachung A — 4\ auf v,ay — \/%Ivmax = 3,5m/s, d.h.
die maximale Geschwindigkeit wiirde sich halbieren.
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Aufgabe 5 |7 = a(T —Ty), T(0) =T, = 21°C|mit Abkiihlrate & = —0,01/h und Um-
gebungstemperatur Ty = 12°C ist ein separables AWP, das mit Trennung der Variablen
gelost werden kann.

Der Korper mit Anfangstemperatur T = 21°C kiihlt aufgrund der niedrigeren Umgebungs-
temperatur Ty = 12°C auf T = 18°C ab, daher gilt: Ty > T'(t) > Ty. Es folgt:

dT
/T_TU:/adt denn T — T > 0

Nach Losen der beiden Integrale und Auflésen er ergibt sich fiir die zeitabhéngige Temperatur
T(t) = Ty + ce® fiir ein ¢ > 0.

Das AWP T(0) =Ty + ¢ L Ty wird fiir ¢g = Ty — Ty = 9°C gelost:
T(t) =Ty + coe™™
Es bezeichne 7 > 0 den Zeitpunkt, an dem der Kérper auf 7T} = 18°C abgekiihlt ist:
T(1) =Ty + coe®” =T

Lost man nach 7 auf, so ergibt sich:

1 <T1 —Tu

_ o
TTaM\ o,

> = 40, 5h

Aufgabe 6 Im Folgenden handelt es sich um lineare DGLs zweiter bzw. dritter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten. Die homogene Losung ist durch die Nullstellen des charakte-
ristischen Polynoms p(\) bestimmt. Der Ansatz fiir die spezielle Losung ist die Struktur der
entsprechenden Inhomogenitit b(x) (Storterm) zu betrachten.

a) |y +y —y=20+1+¢"

Das charakteristische Polynom p(\) = A2 + X — 1 = 0 besitzt die Nullstellen A2 =
—% + % 5, also ergibt sich fiir die homogene Losung:

\/g)x mit Cl, Cy eR

[NIES

= yu(z) = Crem33V8)7 4 0ye(=3-

Der Ansatz fiir die spezielle Losung folgt der Struktur des Stormterms sowie den Null-
stellen von p(\):

_ lx

b(x) = 2¢ + 1 + e
Polynom 1. Ordnung  Exp-Funktion

Da k =1 # A\ 2 gilt, wird mit den drei zu bestimmenden Koeffizienten Ay, A;, B € R wie
folgt angesetzt:

ys(z) = Ag + Az + Be®
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Die erste sowie zweite Ableitung des Ansatzes, y.(z) = Ay + Be®, y’(x) = Be® ergeben
eingesetzt in die DGL drei Bedingungen:

I) Ai—Ay=1 = A;=-3
(I) —A; =2
(Il) B=1
Insgesamt ergibt sich fiir die allgemeine Losung:

y(x) = yn(2) + ys(z) = CLeM" + Coe™™ — 3 — 22 + €”

5
v+ + V= cos(z)

Das charakteristische Polynom p(X) = A2 +A—2 = 0 besitzt die Nullstellen Ay 5 = —5+1,
also ergibt sich fiir die homogene Losung:

= yp(z) = C’le_%x cos(x) + C’ge_%x sin(x) mit Cy,Cy € R

Der Ansatz fiir die spezielle Losung folgt der Struktur des Stormterms sowie den Null-
stellen von p(\):
b(x) = cos(z)

Da w =1 # A2 gilt, wird mit den zwei zu bestimmenden Koeffizienten A, B € R wie
folgt angesetzt:

ys(x) = Acos(z) + bsin(x)
Die erste sowie zweite Ableitung des Ansatzes ergeben eingesetzt in die DGL zwei Bedin-
gungen:

1
(I1) —A+iB:O

Die Losung dieses linearen Gleichungssystem in zwei Variablen ergibt: A = 1i7 und B = }—g.
Insgesamt ergibt sich fiir die allgemeine Losung:

1

y(z) = yn(z) + ys(z) = ((Jle—%w + %) cos(z) + (C’ge_?g” + 1—?) sin(z)

y/l/ + y// _ 56y/ — 28

Das charakteristische Polynom p()\) = A* + A% — 56\ = 0 besitzt die Nullstellen A1 =0,
Ay =7, A3 = =8, also ergibt sich fiir die homogene Lésung;:
= yh(x) =C1 + 02€7m + 036_8x mit Ol, Cz, C; R

Da der Storterm eine Konstante ist, b(z) = 28 (also ein Polynom nullten Grades), ist
grundsétzlich ein A € R anzusetzen. Ferner ist 0 = A\; eine Nullstelle des charakteristi-
schen Polynoms, d.h. es ergibt sich folgender Ansatz:

ys(z) =z - A

Eingesetzt in die DGL ergibt sich A = —%. Insgesamt ergibt sich fiir die allgemeine
Losung:

1
y(@) = yn(x) + ys(2) = C1 + Coe™ + Cye™ — o
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Aufgabe 7 Anschliefend zum analogen Vorgehen wie in Aufgabe 6 sind bei den nachste-
henden AWP die Integrationskonstanten zu bestimmen.

a)

y” + 2y/ +y= _eixa y(1> = 17y/(1) =0

Das charakteristische Polynom p(\) = A2 + 2\ +1 = (A 4 1)? = 0 besitzt eine doppelte
Nullstelle A = —1, also ergibt sich fiir die homogene Losung:

= yp(r) = Cre™ " 4+ Coze™ mit C1,Cy € R

Der Ansatz fiir die spezielle Losung folgt der Struktur des Stérmterms sowie den Null-
stellen von p(\):
b(z) = —e '

Da k = —1 = X eine doppelte Nullstelle ist, wird mit A € R wie folgt angesetzt:
ys(z) = 2% - Ae™™
Die erste sowie zweite Ableitung des Ansatzes,

y.(z) = 22Ae™" — x?Ae—x
y!(z) = 2Ae " — dxde ™ + x*Ae”"

lassen nach Einsetzten in die DGL auf A = —% schliefen. Insgesamt ergibt sich fiir die
allgemeine Losung:

y(z) = yn(z) + ys(z) = (C1 + Cox — 1a®) "
Das AWP y(1) =1, y/(1) = 0 wird gelost durch (C} = —3, Cy =1 +¢):

y(z) = -3 (1+2%) e+ (1+e)ze

y" —1y" =18y’ =0, y(0) = —29,7/(0) =49,5"(0) =1

Das charakteristische Polynom p(\) = A(\> — 7\ — 18) = 0 besitzt die Nullstellen \; = 0,
Ao = —2, A3 =9, also ergibt sich fiir die (homogene) Losung:

= y(x) = 01 + 026_233 + 036933 mit Ol, CQ, Cg eR

Da b(z) = 0 gilt, ist keine spezielle Losung zu berechnen. Es ist also y(z) = yx(z) + 0.
Das AWP y(0) = —29, ¢/(0) = 49 und 3”(0) = 1 mit

Y (z) = —2C5e % + 9C3e™"
Y’ () = 4Cre™ " + 81C5e™

fithrt auf ein lineares Gleichungssystem fiir C', Cy, C5. Zum Beispiel mit Gauf} lasst sich
auf C; = —10, C5 = —20, C5 = 1 schlielen, sodass das AWP gelost wird durch:

y(r) = =10 — 2072 4 ™
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