Ingenieurmathematik 2 Studiengang Maschinenbau
Dr. Robert Lang OTH Regensburg

Ubungsblatt 8 - Lésungshinweise

Aufgabe 1 Der durch die Ebene z = x begrenzte Zylinder ist beschrieben durch

7 ={(z,y,2) eR*|2* +y* < a’, 2> 0,0 >z >0}

={(z,y,2) ER*0<r<a,~Va?—22<y<Va2—220<z <z}

Das Integral eines Skalarfelds f : Z — R iiber Z lautet in kartesischen Koordinaten:

I—// flz,y,2)dV = // /f:z:y, dzdydx
—VaZ—z2

In Zylinderkoordinaten gilt:
Z ={(r,¢,z)|r €[0,a],p € [=3,5],2 € [0,7cos()]}

Damit folgt fiir die Darstellung des Integrals:

rcos(¢p)
I:/ / / f(recos(p),rsin(p), z) rdzdpdr

Das Intervall p € [-7, 7] ergibt[l sich aus der Bedingung = > 0.

Das Volumen von Z ldsst sich durch Auswertung der beiden Integrale fiir f = 1 (d.h.
f(z,y,z) =1 fir alle (z,y, z) € Z) berechnen:
Kartesische Koordinaten:

Va2—z2
// /1dzdydx

:/ Zx\/aQ—xde:§a3

0

Zylinderkoordinaten:

2
= [sin(gp)]%g 3]0 = 2d Skizze von Z (fiir a = 4)
2

s

!Eigentlich ist ¢ € [0,27) \ (%,2F) = [0, 2] U [3F,27), was sich dquivalent durch ¢ € [~Z, 2] darstellen
lasst. Skizze!
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Aufgabe 2 Esist W = {(z,y,2) € R*|0 < z,y, 2z < 2} = [0, 2] ein Wiirfel mit Kantenléinge
2 sowie die Dichte p : W — R{ mit p(x,y,2) = x + y + 2. Damit folgt:

m—///p(x,y,z)d\/—/:/02/02(x+y+z)dxdydz
// iz +a:y~|—z)];dydz

—2(1+y+z)

G ={(r,y) e R?*|2* +y* <4,y <0}
Gp={(rp)|0<r<2¢c¢€(r2m)}

mit Dichte p: G = R, p(z,y) =15 — 2? — y*> — 4y

m:// (2,y) dA

27
/ / (15 — r* — 4rsin(yp)) rdrdgp

=15r—r3— 4r251n( )

i 2 4
—/ (26—%sm( ))d(p—%—l—ZGﬂ

Aufgabe 4 Die Fliche G, die von y = 2% sowie y = 1 + cos(§z) begrenzt wird, lésst sich
als kartesischen Normalbereich bzgl. der z-Achse darstellen:

Damit folgt:

Yy
G={(r,y) eR*| —1<ax<1,y>2°}
\\ 1 | /
/ G /»
mit homogener Dichte p = 3.
Damit folgt: m = 3A, wobei A die Fliache von G bezeichnet. 10 T
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Damit folgt fiir die Masse von G:

1+cos m
m://p(x,y)dA:?)/ / 1dydx
-1
G

! ) 12
=3 (1+cos(32) —a®)de =4+ —
-1

™

Aufgrund der Symmetrie von G ist fiir die z-Komponente des Schwerpunkts zg = 0 zu
erwarten. In der Tat gilt:

jus

1+cos( 51
A//di—m//x rdydx

— E/_1 (a:+xcos(%x)—x2) der =0

Die Null ergibt sich, da bzgl. x eine ungerade Funktion {iber ein zur Null symmetrisches
Intervall integriert wird.

Fiir die y-Komponente des Schwerpunkts ergibt sich:

1 3 1+cos
ysz—//ydA:—// ydydm
A m J_4

= / 1+ 2cos(3z) 4 cos®(3z) — 2*) dz
m

= +4 3 13+ L) < 0,087
_m 10 7) 40 3+x)

Fiir die Integration bzgl. z ist die bekannte Stammfunktion zu cos?(az) zu verwendenP}

1
/cosz(ax) dzr = g + 5, sin(ax) cos(ax) + ¢
a

Aufgabe 5 Fiir eine gegebene Koordinatentransformation ergibt sich die Jacobi-Matrix zu

_ O(alte Welt)
~ J(neue Welt)

a) Zylinderkoordinaten (r, ¢)

1 0
v = 1 cos() Oy [ ©5P)  sin()
y = rsin(p) =>J = o, p.2) -r SBH(‘P) TCOS(SO) (1)
z2=2z

Man erhilt (z.B. mit Entwicklung nach der dritten Spalte oder der Regel von Sarrus):

|J| = det J = rcos?(¢) — (—rsin®(p)) =r

?Phénix-Integral oder per Substitution aus [ cos®(x)dz zu finden
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b) Kugelkoordinaten (r, 6, )

x = rcos(p)sin(f) oz, y, 2) cos(p) sin(h) sin(¢p) sin(6) cos(0)
y=rsin(p)sin(d) =J= W = | rcos(p)cos(f) rsin(p)cos(d) —rsin(6)
kg —rsin(p)sin(d) rcos(p) sin(6) 0

z =1 cos()
Man erhélt:
|J| = det J =0+ r?sin®(g) sin®(0) + r?cos’(0) sin() cos*(y)
— [=r?sin®(¢) sin(f) cos®(6) — r* cos® () sin’(6)]
=1r? [sin’(0) + cos®(0) sin(6)]
=1r?sin(f)

Aufgabe 6 Der Kreiskegel 22 < 23 > (22 4+ y2) fiir 0 < z < h besitzt die Dichte p(z) = 5z. In
Zylinderkoordinaten gilt:

K={(r,¢,2)|0<r<¢(z),p€[0,2m),0 <z < h}

mit der oberen Grenze fiir r aus

Damit folgt:

m:///p@,y,z)dv
/ /2”/5zrdrd¢dz

2R2
=2 07 - = d
ﬂ'/o Z 5 72 z

5 R?
:”2/“1_ TR
h*Jo

Aufgrund er Symmetrie des Kreiskegels gilt: xg = 0 und yg = 0. Ferner gilt:

23:%///zp(x,y,z)dv
s /WTW

= — - TR°I® =
m
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Aufgabe 7 Der Satz fiir Volumina von Rotationskérpern um die y-Achse ist anzuwenden

fiir f(x) = 22 —4 € [0,2] mit = € [2,V/8].

Das halbe Volumen des Rotationskorpers er-
gibt sich, indem aus der umgebenden Box (Zy-
linder mit Hohe 2 und Grundfliche r3m = 8,
also Vo = 167) das sich aus dem Satz fiir Vo-
lumina von Rotationskérpern um die y-Achse : a1
ergebende Volumen herausgeschnitten wird: g

1 b
§V:VBOX—27T/ zf(r)de
N
2
:167r—27r/ x\/x2—4dx:377r
2
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Daraus folgt fiir das Volumen: V = 3

Aufgabe 8 Paraboloid: z = 24 — 2% — 32, Kreiskegel: z = 24/22 + 12

a) Die Schnittpunkte des oberen sowie unteren Teilkorpers sind:

24 — 2% — ¢ = 2/ x? +y? s
& -1 —2r+24=0
<r=4>0 a

= Der Abstand r = 4 von der z-Achse wird in S g .
der Hohe h = 2r = 8 (bzw. h = 24 — r? = 8) / 6 !
erreicht.

= Der maximale Durchmesser ist d = 2r = 8. x

b) Es gilt V = V] — V5 mit den Summanden aus dem Satz fiir die Volumina von Rotati-
onskérpern um die Achse der abhiéngigen Variable (in diesem Fall 2) und f;(z) = 24 — 2
sowie fy(x) = 2z. Die Differenz erkldrt sich dadurch, dass mit der nachstehend genutzten
Identitét fiir V5 o das Volumen unterhalb der Rotationsflache berechnet wird. Es gilt:

4 4
V= 27T/ zfi(z)dr = 27?/ 7(24 — 2*) dx = 2567
0 0

4 4
2
0 0
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Insgesamt also ergibt sich fiir das Volumen des gesamten Rotationskorpers:

256r 5127
V = 256m — 2208 _ 2251
T3 3
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