Ingenieurmathematik 2 Studiengang Maschinenbau
Dr. Robert Lang OTH Regensburg

Ubungsblatt 3 - Lésungshinweise

Aufgabe 1 Zur Bestimmung des Konvergenzradius kann in allen Teilaufgaben r = (l)im a?iil
J—oo | 4C

verwendet werden. Der Entwicklungspunkt xq € R lédsst sich direkt aus der Potenzreihe
(x— :EO)(') ablesen. An den Réandern, d.h. fiir x = 2o —r und = = z¢+r, sind stets gesonderte
Uberlegungen anzustellen, um den Konvergenzbereich K C R vollsténdig festzulegen.

a) Z 2% = 29 = 0 und r = 2, d.h. die Rédnder von K sind z = £2.
k=1

o0

An beiden Randpunkten ist die Reihe Z k(£1)" divergent, da keine zugrundeliegende
k=1

Nullfolge vorliegt (notwendiges Konvergenzkriterium).

Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = (-2, 2).

o0 n

b) Z nf—i— ] = 29 = 0 und r = 1, d.h. die Rénder von K sind z = £1.

n=

o0 _1 n
Fiir z = —1 konvergiert Z (2 —i-)l (Leibniz-Kriterium).

o0

1
O < 2; s ebenfalls (Majorantenkriterium und Kon-
vergenz aufgrund des Exponenten a=2>1.

Also gilt fir den Konvergenzbereich K = [—1, 1].

Fir x = +1 konvergiert Z

c) Z k(r+3)* |= 2p=—3undr =1, d.h. die Rénder von K sind z = —4 und z = —2.
k=0

Fiir v = —4 ist Z k(—1)" divergent, fiir z = —2 ist Z k ebenfalls divergent, da in beiden

k=0 k=0
Féllen keine zugrundeliegende Nullfolge vorliegt (notwendiges Konvergenzkriterium).

Also gilt fir den Konvergenzbereich K = (—4, —2).

d) Zn!x” = 29 = 0 und r = 0, d.h. die Potenzreihe konvergiert nur fiir + = 0 (mit

Wert 1, da 0° = 1 und 0! = 1). Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = {0}.

e) Z (k* +2F)z = x9=0und r = %, d.h. die Rénder von K sind z = —% und r = %
k=0
Fij il'ti(k2+2k)(i—1>k i( K +(i1)k>d' t, da kei
ir v = =5 is - = ivergent, da keine zugrun-
2 : 5 2 \(& 2)k g g
deliegende Nullfolge vorliegt (notwendiges Konvergenzkriterium).
Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = (—3, —3).
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=~ /1 1
(3—n + 5—n> " = x9=0und r = 3, d.h. die Rédnder von K sind x = +3.
=0

o 3 n
Fir x = £3 ist Z <(:|:1)" + (:I: S) ) divergent, da keine zugrundeliegende Nullfolge
n=0

vorliegt (notwendiges Konvergenzkriterium).
Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = (-3, 3).

1)
Z (v + = 29 = —1 und r = 1, d.h. die Rénder von K sind z = —2 und x = 0.

)
k=1

00 1 k
Fiir z = —2 ist Z ( kQ) konvergent (Leibniz-Kriterium).

= 1
Fiir x = 0 ist Z e ebenfalls konvergent aufgrund des Exponenten o = 2 > 1.

k=1
Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = [—2,0].

Zne x—4)"| = x9=4und r = e, d.h. die Rander von K sind z =4 +e.

o0

Fiir x = 4 £ e ist Zne (e)” Zn(—l)” divergent, da da keine zugrundeliegende
n=1 n=1
Nullfolge vorliegt (notwendiges Konvergenzkriterium).

Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = (4 —e,4 +e¢) = (1,28;6,72).

k+1
s z—1)*| = zo=1und r = co. Also gilt fiir den Konvergenzbereich K = R,
k!
k=0

fiir den es keine Rénder zu betrachten gibt.

Aufgabe 2 Die Reihen in den nachstehenden Teilaufgaben kénnen allesamt auf die Form

(o.9)
einer geometrischen Reihe Z ¢ =

gebracht werden. Konvergenz liegt fiir |¢| < 1 vor.

k—
Daraus ergibt sich der maximale Definitionsbereich der durch die Potenzreihe definierten
Funktion.

22332“1 = 2:102 ——— falls |q| = 2% < 1 ist, also f: (—1,1) —» R.

Es ist dabe1 wichtig zu beachten7 dass, obwohl z.B. z = 2 in = IQ vy = —% formal
eingesetzt werden kann, die iiber die Potenzreihe definierte Funktion f an der Stelle
x = 2 nicht definiert ist.

Grund: Fiir z = 2 lauten die definierende Reihe: f(2) =4-(1+4+ 16+ 64+ ...), was
offensichtlich divergiert. Die Bedingung |¢| = #* < 1 fiir Konvergenz der geometrischen

Reihe ist zu beachten!
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1 1

16"( 3)? 16 3
Z (z + kzo( (2 + )) 1—16(x +3)2 1622 + 96z + 143’
i also f:(2,75;3,25) - R

falls |q]—16(3:+3) <1,dh |z+3| <
i 1 o
- (=2

kakﬂ—m kakl: 2 dx(2x>—x .

—R

falls |¢| = |x| <1, also f: ( 1,1) —

Aufgabe 3 MacLaurin-Reihe fiir exp(z) und In(1 + z)
(x) = e” fiir alle n € Ny

a) f(z)=e*, d.h. fir die Ableitungen gilt: f
Fiir den Entwicklungspunkt zo = 0 folgt f™
=1 . 1
Z—|— —l—x+5$ —|—§x +.

(n
T(x) = Z !

(0) =1, also

n=0
Esist r = lim —— = lim (n+1) =00, d.h. K = R.
n—00 (y41 n—00
b) f(x) =1In(1+ x), d.h. fir die Ableitungen gilt:
/ _ 1 7 _ -1 7 _ +2 (4) —6
oy (=10 = 1)
0)=0

(0) = (=1)""(n—1)! fiir n > 1 und f(0)

Fiir den Entwicklungspunkt xy = 0 folgt f
n+1 1 1
"= — -+ 2P F ...

fiir n = 0, also
70 L (= 1)"+1(n—1 -
T) =) ——" =2 -y 57+ 3
n=1 ’ n=1 n=1
I | =1

Esist r = lim
Aufgabe 4 Unter Nutzung der bisher bekannten Reihen und Taylor-Reihen lassen sich
nachstehende Ausdriicke direkt (und vergleichsweise einfach) auswerten:

(r = 00, d.h. K ohne Rand)

= 6x’:p:1 =e

1 1
DI IY-L

k=0 =1
=1, d.h. nicht am Rand)

(geometrische Reihe mit ¢ = 1

— 1 1
— 2 -3
) Z ( 2k) = = = - (geometrische Reihe mit ¢ = —3; nicht am Rand)

k=0
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~In(l +a)],_, = ~In(2)

n=1 k=1 =1
(Auswertung am Rand; Konvergenz folgt aus dem Leibniz-Kriteriums)

=" =42  (r = 00, d.h. K ohne Rand)

z=In 42

=e "~x0,043 (r=o00,d.h. K ohne Rand)

T=—T

Aufgabe 5 In allen Teilaufgaben ist nach Taylor-Reihen um einen gegebenen Entwick-
lungspunkt gefragt. Manche Losungen basieren auf einer Rechnung ,,zu Fufi“, d.h. mittels
Berechnung von n-ten Ableitungen direkt ausgehend von der Definition einer Taylor-Reihe.
In vielen Teilaufgaben jedoch wird die gesuchte Taylor-Reihe auf eine andere, bereits be-
kannte Taylor-Reihe zuriickgefiihrt. Selbstverstédndlich liele sich auch in diesen Féllen das
Ergebnis direkt von der Definition ausgehend berechnen.

a) f(z)=In(r) um Entwicklungspunkt zo = 1, d.h. f(z) = f(1) = In(1). Es gilt:

In(1+y) = Z (_1)n+1y”

n

n=1
mit Konvergenzradius r = 1, d.h. y € (=1, 1) moglich. Fiir x = 1 + y folgt:

= (-1

In(x) = (x—1)"

n
=1

mit Konvergenzradius r = 1, also z € (0, 2).

b) f(xz) =1In(2z + 3) um Entwicklungspunkt o = —1, d.h. f(z¢) = f(—1) = In(1). Es gilt:

S (_1)n+1 n
In(1+y) = Z — Y
n=1

mit Konvergenzradius r = 1, d.h. y € (—1,1) moglich. Fiir 1 +y =22 +3, d.h. y =22 +2
bzw. z = 1(y — 2) folgt:

n(2z +3) = i (2x 4+ 2)" i

n=1 n=1
).

c) f(x) = sin(r) um Entwicklungspunkt zo = 7. Geméf Definition der Taylor-Reihe sind
die Ableitungen am Entwicklungspunkt zu bestimmen:

n+l

3

mit Konvergenzradius r = 5, also x € (—%, —

N =

f@) = V@) = ... = sino)
fia) = 1O(a) = ... = cos(a)
f(@) = 1Oa) = ... = —sina)
f(a) = FOw) = .. = = cos(a)



Damit erhélt man am Entwicklungspunkt o = 3:
0 falls k£ ungerade
ap = fP(zg=2)=4¢ 1 fallsk=0,4,8,12,...
—1 falls k=2,6,10,14, ...

Damit folgt fiir die Taylor-Reihe (Konvergenzradius ist r = 00):

= f® Lo k
T(x)= / k;(‘ )(x—xo)
k=0 ’
—1- @5 glo- D
_ ia (ZL‘ _ E)k _ i (_1)l(x _ E)Zl
k=0 ' i = @D :

Im letzten Schritt wird bei der Summe iiber die Indizes | verwendet, dass a, = 0 gilt,
falls & ungerade ist.

Beobachtung: Das Ergebnis erinnert an die Reihendarstellung des Kosinus! In der Tat
erhilt man aus der Identitdt sin(z + 7) = cos(z):

T(a) = sine) = 3 (e = 5

=0

= sin(z + §) = cos(z) = Z ((;;))' v
1=0 '

-1
d) f(z) = % um Entwicklungspunkt zo = 0. Wir kennen bereits die MacLaurin-
T

Reihe von cos(z), daher erhalten wir direkt:

Der Konvergenzradius ist r = oc.

e) f(z):m

die Ableitungen am Entwicklungspunkt zu bestimmen:

um Entwicklungspunkt xg = 3. Geméaf Definition der Taylor-Reihe sind

@)= g 0= 0= oo
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(—=1)*(k + 1)!

(k) = ')
= fP(e) = (z — 5)k+2

~DFk+1)!  (k+1)!
Damit erhilt man am Entwicklungspunkt zo = 3: f#)(3) = ( 4>_ (<_2—;k ! (4—}_2]3

und es folgt fiir die Taylor-Reihe:

T(x)= fk;(' )x—xo
k=0 i
%o

Der Konvergenzradius ergibt sich zu » = lim

(e* + e ") um Entwicklungspunkt zo = 0. Wir kennen bereits die

f) f(z) = cosh(x)
MacLaurin-Reihe der Exponentialfunktion, daher
1 k k) 1 22
K] (m * ; 20)
—_—— —
, k ungerade

0
_{ 20 , k gerade

Der Konvergenzradius ist » = oo
um Entwicklungspunkt zo = 0. Gemif Definition der Taylor-Reihe sind

g) f(z) =
die Ableitungen am Entwicklungspunkt zu bestimmen
/ o -2 7 o (_2)(_2) " o (_2)(_2)(_3)
P =tavme IO = a0y
(—=1)k- 2. k!
= [W(z) = I
*)(0) = 2(~1)F - k! fiir £ > 1 und

Damit erhélt man am Entwicklungspunkt xo = 0: f

f(0) =1 fir k =0, also:

Der Konvergenzradius ist r = 1
23 —Tx N . .
um Entwicklungspunkt xq = 0 lédsst sich zunéichst mittels Partial-

b) f(z) = 12 — Tx + 22
bruchzerlegung wie folgt als Summe schreiben
2 5

f(x)ZS—x+4—x

zu untersuchen. Es

Fiir allgemeines a # 0 ist es hilfreich die MacLaurin-Reihe zu
a—=z

e 0]

a—2T a —Z
a k=0
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unter Verwendung der geometrischen Reihe fiir |£| < 1, d.h. fiir [z] = |a|, also 7 = |a].
Damit folgt fiir die MacLaurin-Reihe von f:

-2 130 e () S (R )

Der Konvergenzradius des ersten Summanden betrégt r; = 3, der des zweiten Summan-
den betrdagt 7o = 4. Aus den Rechenregeln fiir die Summe von Potenzreihen folgt der
Konvergenzradius r = min(ry,75) = 3.

Aufgabe 6 Zur Funktion f(z) = ¥/ um den Entwicklungspunkt zy = 8 lautet das Taylor-
Polynom dritter Ordnung:

r—8 (r—8)% 5(xr—28)3
Ty(z) = 2 _
3(@0) =2+ == = S 33

Fiir das Restglied gilt nach dem Satz von Taylor:

/()] B g
|Ro(x)| = | f(z) — To(z)| = 30 |z — 8|7 fir ein z € [7,9]
Es ist f®)(z) = 12278 eine monoton fallende Funktion in z, d.h. sie erreicht ihr Maximum
fir # € [7,9] am linken Rand bei = 7. Damit gilt die Abschétzung fir z € [7,9]:
1 10 1
|Ry(x)| < ¢ ( ) JT=8PF === —=~3,4-10""

6 27 Um

Das Taylor-Polynom T5(z) um den Entwicklungspunkt xy = 8 approximiert die Funktion
f(x) = ¢z im Bereich z € [7,9] also bis auf einen maximalen Fehler von 3,4 - 1074

Aufgabe 7 MacLaurin-Reihe fiir f(z) = arctan(z)
Diese Reihe ergibt sich aus Entwicklung ihrer Ableitung und anschliefender Integration:

, 1 1 e - i
f'(z) = ik =) = ;(—1‘2)]‘7 = ;(—1)%% fir |z| < 1

Diese Darstellung nutzt die geometrische Reihe fiir |q| = |2?| < 1, also |z| < 1. Es folgt:

f(x) = arctan(z /f dx_Z/ Veak da Zz(kjlxzkﬂ

SL’ 11

¥z
”‘3*3‘7*3— T
Die Integrationskonstante verschwindet, da arctan(0) = 0 gelten muss.
Es gilt fiir den Konvergenzradius » = 1 und fiir den Konvergenzbereich K = (—1,1]. Die
Konvergenz der Potenzreihe fiir x = 1 folgt aus dem Leibniz-Kriterium.

Da arctan(1) = % gilt, folgt:

— 2k+1

. (=1)* 1 1 1 1 1
7T:4~arctan(1):4-z( ) :4~<1——+———+———i...>
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Aufgabe 8 Betrachte im Folgenden die Funktion f(x) = sinc(x) := Sln(I):

T

a) Der maximale Definitionsbereich von f ist D =R\ {0}

b) Es gilt: hII(l) w s lir% M =1, d.h. f kann auf ganz R fortgesetzt werden durch
T—> €T T—
g:R—=>R zw g(z) :{ f@) :181n6(x> ’ifg

¢) Die MacLaurin-Reihe des Sinus ist bekannt, also folgt:

- L I EDE e (EDE
sinc(x) = - sin(x) = - Z mx R — Z mx k

k=0 k=0
x? 274 2
R T T)

d) Die Néherungen I, und I, an das gesuchte Integral I = / sinc(z) dz lauten:
0

T T 1'2 7T2

T 0 1.2 Zlﬁ'4 7T2 7T4
L= T@de= [ (1-Z 4+ X Vde=na(1-"+ 7 ) ~1,001
: /0 i) de /0 ( 6 +120) v W( 18+600) ’

Zum wahren Ergebnis I = 1,8519... liefert I, eine Abschétzung mit relativ grofler Ab-
weichung, I, bereits eine sehr gute Abschétzung:
I, —1
1

Iy—1

~ —23,38% , ~ 4,16%

Weiterfithrende Bemerkung

Fiir die néchsten beiden Néaherungen Ig und Ig ergeben sich weitere Verbesserungen:

Ie—1
I

Ig—1

~ —0,46% , ~ 0,03%
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