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Aufgabe 1 Bestimmen Sie den Konvergenzbereich K C R der folgenden Potenzreihen:
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Hinweis: Bestimmen Sie zundchst den Entwicklungspunkt zo € R und anschlieflend den
Konvergenzradius r > 0. Was passiert an den Rdndern des Konvergenzbereichs?

Aufgabe 2 Durch nachstehende Potenzreihen werden je eine reelle Funktion f definiert. Be-
stimmen Sie eine explizite Form dieser Funktionen und geben Sie den durch die Potenzreihe
festgelegten maximalen Definitionsbereich an.
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Hinweis: Sie kénnen fir |q| < 1 die geometrische Reihe qu = verwenden.

k=0

Aufgabe 3 Weisen Sie die nachstehenden MacLaurin-Reihen fiir die Exponentialfunktion
sowie den natiirlichen Logarithmus nach. Bestimmen Sie auch die Konvergenzradien.

T = 1 n - n+1
a) e :Z()mx b) In(1+2) = Zl

Aufgabe 4 Nutzen Sie Ihnen bekannte Reihen oder Potenzreihenentwicklungen von Funk-
tionen, um die Werte der nachstehenden konvergenten Ausdriicke zu bestimmen['}
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Hinweis: Uberlegen Sie bei Ihrer Rechnung, ob Sie sich innerhalb oder am Rand des Konver-
genzbereichs befinden. Falls Sie sich am Rand befinden, warum gilt dort Konvergenz?

1Sie werden insbesondere e und — In(2) erhalten, wie es Thnen in der Vorlesung versprochen wurde.
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Aufgabe 5 Bestimmen Sie die Taylor-Reihen der nachstehenden Funktionen um den jeweils
angegeben Entwicklungspunkt xy sowie die Konvergenzradien der Reihen:

1
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) )= g =
b) f(z) =In(2z +3), zo=—1 f) f(z) = cosh(x), 2o =0
¢) f(z) =sin(z), z0=73 g) f(z) = 1;2 T =
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Hinweis: Uberlegen Sie, ob sich einige Taylor-Reihen auf Ihnen bekannte Reihen zuriickfihren
lassen. Direkt von der Definition zu starten kann in manchen Fdllen sehr aufwdndig sein.
Bei der letzten Teilaufgabe ist eine Partialbruchzerlequng sowie eine allgemeine Betrachtung
der MacLaurin-Reihe von # fiir a # 0 hilfreich.

Aufgabe 6 Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritter Ordnung von f(z) = /2 um den
Entwicklungspunkt o = 8 und schétzen Sie den Approximationsfehler |f(x) — Ty f(z)| fiir
x € [7,9] mit Hilfe des Satzes von Taylor ab.

Aufgabe 7  Bestimmen Sie die MacLaurin-Reihe von f(z) = arctan(z). Nutzen Sie das
Ergebnis geschickt, um eine Reihendarstellung fiir 7 zu erhalten. Uberlegen Sie insbesondere,
warum die Reihe am Rand des Konvergenzbereichs (r = 1) konvergiert.

Aufgabe 8 Betrachten Sie die reelle Funktion f(z) = sinc(z) := Sm(a:)'

x
a) Geben Sie den maximalen Definitionsbereich von f an.

b) Kann f auf ganz R stetig fortgesetzt werden? Falls ja, geben Sie die Fortsetzung g an.

¢) Bestimmen Sie die MacLaurin-Reihe von g.
Hinweis: Die Bestimmung iiber explizites Ableiten der Funktion ist sehr aufwindig.
Uberlegen Sie stattdessen, wie Sie die Reihenentwicklung auf eine bereits bekannte MacLaurin-

Reihe zuriickfithren kénnen. Die ersten drei Terme des Ergebnisses lauten: 1 — %932 + %O:LA

d) Fiir die sinc-Funktion ist nicht moglich, eine analytische Stammfunktionﬂ zu bestimmen.
Nutzen Sie daher die Taylor-Approximation zweiter sowie vierter Ordnung, T5(z) bzw.
Ty(x), um nachstehendes Integral nédherungsweise zu bestimmen:

[:/ sin(x) e
0 T

Analysieren Sie die Ergebnisse im Hinblick auf das wahre Ergebnis I = 1,8519...

2Eine analytische Stammfunktion liegt vor, wenn sie sich durch elementare Funktion wie Polynome, Sinus,
Kosinus, Wurzeln, Logarithmen etc. darstellen lasst. Fiir f sinc(z) dz ist dies nicht der Fall.
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