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0 Geometrie zum Aufwirmen

Noch vor dem Start der eigentlichen Vorlesung fasst dieses Kapitel zur Geometrie wesentliche
Grundlagen zusammen, die spéter als bekannt vorausgesetzt werden.

Kreise und Kugeln

Fiir einen Radius r» > 0 ist die Menge "
K = {(z,y) e R?|2® + 4" = 1%} ‘ @
ein Kreis. "

Verallgemeinert man auf mehrere Dimensionen n € N, so nennt man Kreise im Allgemeinen Kugeln:
K={ZcR"|z?+...+22 =7%}
- 2 2
={ZeR"| (&) +...+ (&) =1}
Fiir den Sonderfall n = 1 ergibt sich:
2
K={zeR|(2)"=1}={-rr}

Der 1-dimensionalen Kreis mit Radius r ist also eine Menge mit den beiden Elementen +1r € R.

Bemerkung: Manchmal ist mit ,, Kreis“ eigentlich die ,, Kreisfliche* gemeint. Diese wird beschreiben,
indem man in den obigen Mengen K die Bedingung = r? durch < r? ersetzt.

Ellipsen und Ellipsoide

Mochte man den Kreis in eine Richtung ,stauchen“ oder ,strecken, Y
so ist in der Definition eines Kreis in jeder Richtung anstelle eines
Radius r eine sogenannte Halbachse zu definieren. Fiir n = 2 ergeben ‘h
x

sich zwei Halbachsen a,b > 0: q.

E={(zy) eR?| ()’ + (1)’ =1}

a
Verallgemeinert man auf mehrere Dimensionen n € N, so nennt man Ellipsen im Allgemeinen

Ellipsoide, fiir die n Halbachsen aq, ..., a, existieren:

E={ZeR"[(2)°+...+ ()" =1}

an

Hyperbeln

Betrachtet man eine Ellipse in n = 2 Dimensionen, so ergibt sich aus einem verénderten relativen
Vorzeichen zwischen x- und y-Koordinate zwei mogliche Hyperbeln mit den beiden Halbachsen
a,b>0:
2 z\2
Hy ={(z,y) eR*[ (£)" — (
2
Hy = {(z,y) e R*| (§)" — (

2R o=
SN—
N
Il
—
——

Die Menge H; nennt man eine Hyperbel in der 1. Hauptlage, Ho nennt man eine Hyperbel in
der 2. Hauptlage. Sie lassen sich durch ein Vertauschen von x und y ineinander iiberfiithren.



In der ersten Hauptlage H;j (linke und rechte
Hyperbel-Aste) gibt es fiir bestimmte z-Werte
(x| < 1) keine Losung fiir y, um (z,y) € H;
zu erhalten. In der zweiten Hauptlage Hy (obere
z und untere Hyperbel-Aste) gibt es keine Punkte
(x,y) € Hy fiir (Jy| < 1).
Die z- und y-Werte von Hyperbeln sind - anders
als bei Kreisen und Ellipsen - nicht beschrénkt.

Bemerkung: Es gibt auch eine Verallgemeinerung von Hyperbeln auf den R™: Dazu betrachte man
eine Ellipse £ C R™ und wéhlt fiir jede Koordinate ein relatives Vorzeichen. In fiinf Dimensionen
(mit Halbachsen a; > 0) ergibt sich etwa:

H={fe®|(2)"+(2) - (%) - () - (2)=1

a2z

Verschiebungen von geometrischen Koérpern

Maochte man die besprochenen geometrischen Objekte nicht um den Ursprung 0 € R” sondern um
m = (mi,...,my) € R" legen, so gilt:

K= {7ecR" (M)*"'*(M)Z”

E={7cR"| (w>++(w) =1}

ai Gn

Hy = {(z,y) € R?| (x —am1> - <y —bm2> =1} (nurn =2, Hy analog)

Zweidimensionale Parametrisierung

Ein zweidimensionaler Kreis lidsst sich in Polarkoordinaten (r, ¢) darstellen als

x = rcos(p)

y = rsin(p)
Fiir eine zweidimensionale Ellipse mit Halbachsen a,b > 0 gilt:

x = acos(p)

y = bsin(y)

Bereits am Ende des ersten Kapitels in ,, Ingenieurmathematik 1“ wurde die Parametrisierung der
Hyperbel mit den Halbachsen a, b > 0 mittels der hyperbolischen Funktionen eingefiihrt:

x = + cosh(yp)
y = bsinh(y)



Gemeinsame Darstellung

In der Sprache der linearen Algebra lésst sich eine gemeinsame Darstellung der besprochenen geo-
metrischen Objekte finden. Fiir einen Punkt m € R™ und eine Diagonalmatrix D = (dy,...,d,) €
R™*™ st

M={feR"|(Z-m)" D (Z—m)=1}

eine gemeinsame Darstellung eines

1
o Kreises: dy = - fiiraller >0und k=1,...,n
r
. 1.
e Ellipse: dy = — fiiralleay >0und k=1,...,n
ay

e Hyperbel: di, = Sk fir alle a > 0, [sg| =1und k=1,...,n
ai

Mochte man ferner die Hauptachsen drehen, so ergibt sich mit einer Drehmatrix V' € R™*"™:
My ={ZcR"|(Z-m)" - VDV .- (Z—-m)=1}

Der Typ der vorliegenden Geometrie ist vollstdndig beschrieben durch die Eigenwerte und Eigen-
vektoren (Hauptachsen) der Matrix V' DV, also den Eigenwerten von D.



1 Anwendung der Integralrechnung einer Verdnderlichen

Zu Beginn des zweiten Semesters soll die (eindimensionale) Integralrechnung in unterschiedlichen
Anwendungsfeldern wiederholt und vertieft werden.

1. Flichenberechnung

Der Flécheninhalt A eines Flidchenstiicks, das im Intervall I = [a,b] durch die Graphen der
Funktion f und g begrenzt wird, ist

b
A= / (@) - g(x)|da

Mochte man die insgesamt eingeschlossene Fliache explizit berechnen, so ist zunéchst festzu-
stellen, welche Funktion in welchen Bereichen die grofiere darstellt. Es gilt illustrativ:

Fiir die eingeschlossene Fliche gilt:

A—Al—l—Ag—/m(f(m)—g(a;))da:—i—/xg(g(x)—f(x))da;ZO
! >0 ¢ >0

Beispiel 1.1 Welche Fliche wird von den Graphen der reellen Funktionen f(x) = 422 und
g(z) = sin(mx) eingeschlossen?

Die Schnittpunkte der beiden Funktionen, f(x) = g(x),

ergeben sich zu x; = 0 und zo = % In diesem Bereich
I=0, %] gilt g(z) > f(x), also folgt: f(z)
1 A
: ) |
. . . . . 2 I
A= /0 (9(z) = f(=)) dz = /0 (sin(mz) — 427) d /A 3 ()
1 |
1 4 2 1 1 w
= |:—COS(7T1‘)—IL‘3:| =——=-=0,15>0 VvV : x
T 3 0 T 6 1 \

Bemerkung zu einem Spezialfall

Setzt man g = 0, so stellt A = ff |f(z)| dz die Fliche dar, die zwischen dem Graphen von f
und der z-Achse im Intervall I = [a, b] eingeschlossen wird.




2. Mittelwerte

Zunéchst: Aus der Schule ist die Berechnung von Mittelwerten endlicher Zahlenmengen be-
kannt, deren Werte diskret, d.h. isoliert liegen.
zB. My ={-1,0,1,2} und M> = {1,1,%,2,3}

163 Umgebung von 1
In der Umgebung etwa von x = 1 € M liegt nur i i D — x € M,
-1 0 1 2

dieses eine (isolierte) Element aus M.

1
— Mittelwert von My: m = Z(_1+0+1+2

5
1
— Mittelwert von Ms: m = v (1 + - + + 2+ 2>

Ut

Allgemein lautet fiir eine endliche Menge M = {xz1,...,z,} der Mittelwert:
1 n
= — ‘/I"kl
n Z
k=1

Verallgemeinerung: Betrachtet man eine reelle Funktion f : [a,b] — R, so erhilt man eine
Menge mit (potentiell) unendlich vielen Ergebnisse M = {y|y = f(x) = € [a,b]}.

Definition 1.1 Unter dem linearen Mittelwert m einer reellen Funktion f : [a,b] — R

versteht man die Grofie )
1
- | f@a

Unter dem quadratischen Mittelwert ¢ einer reellen Funktion f : [a,b] — R versteht man

die Grofle
1 b
=4 — 2d
q b—a/a f(z)?dz

Beispiel 1.2 Die folgenden Beispiele illustrieren die Berechnung von linearen und quadrati-
schen Mittelwerten.

(i) f:[0,1] = R mit f(z) =22

1 1 371
mzi a:dm—[x}
-0 0

0 1 7328’
= ddx = =-— 0,45 ’
= \/1—0/9” " \/[ } VA

C«O\ =

P

w

w

o

wot =
T

I

I

I

|

I

I

\‘\

I

(i) f:[-1,1] = R mit f(x) =
f(x)
1 /lazdm—l[xQ]l =0 T
1 2 - q=0,58

/ a:3 1 ;
xde— ~|=| =-—==0,58 _ !
3 4 V3 T m=90 =

Der lineare Mittelwert ist Null, da die ungerade
Funktion f(z) = x tiber das zum Ursprung sym- /|
metrische Intervall I = [—1, 1] integriert wird. -1
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(iii) f:[0,27] — R mit f(x) = cos(z)

1 2
m=— / cos(z)dx =0 /(@)
2m q=0,71
q= / cos?(x
m =0
2m 1 % s r
=\ 3. [2 (x + sin(z) cos(z)) ) = 7 3
Wieder ergibt sich aufgrund der Sym- e I
metrie ein linearer Mittelwert von Null.
Die Stammfunktion von cos?(x) kann mittels partielle Integration (v = cos(z) und

v' = cos(x)) gefunden werden:

[ / cos?(x) dz = / cos(x) - cos(x) dz
= cos(z) sin(z) + /Sin(x) -sin(z) dz

=1—cos?(x)

= cos(x) sin(z /ldx—/cos

—m+c

Damit folgt die Integralgleichung
21 = cos(x)sin(z) + = + ¢

woraus sich die gesuchte Stammfunktion zu cos?(x) finden lisst (Phonix aus der Asche):

I= /cos2(x) dz = = (sin(z) cos(z) + z) + ¢

N

Erweiterung des mathematischen Werkzeugkastens: Stammfunktionen zu cos"(x) fir n € N ‘

Im letzten Beispiel hat partielle Integration zu einer Stammfunktion von cos?(z) gefiihrt. Im
Folgenden wird eine Rekursionsformel fiir Stammfunktionen zu cos™(z), n € N, entwickelt.
Ziel ist es, einen rekursiven Ausdruck fiir

I, = /cos”(m) dz

zu erhalten, aus dem explizite Ausdriicke fiir die Stammfunktion leicht abzuleiten sind. Es
gilt:

I = / cos(z) da: = sin(z) + ¢

I, = /6082(1‘) dr = %(sin(:ﬁ) cos(z) + x) + ¢



Fiir n > 3 erhiilt man mittels partieller Integration (u = cos™ !(z) und v’ = cos(z)):

= [ cos™ 1} (z) - cos(z) dz = cos" (z) sin(x n — 1) cos" 2(z) sin(z) - sin(z) dz
In—/ (z) - cos(z)d (2) ()+/( 1) () _(1_) 2(())d

= cos" Nx)sin(z) + (n — 1) sin(z),_o — (n — 1)1,
Damit folgt die Integralgleichung
0 = cos" Nx)sin(z) + (n — 1)I,_o — nl,

woraus sich die gesuchte Stammfunktion zu cos™(x) finden lésst (Phonix aus der Asche):

cos" 1(z) sin(z n—1
() sin(a)

I, = /cos”(az) dz =

n n

Diese Reskursionsformel erlaubt es, eine Stammfunktion von cos™(z) anzugeben, wenn die
Stammfunktion von cos™ 2(z) bekannt ist. Ausgehend von I; und I erh#lt man also:

1 2
Is = /0053(30) dz = 3 cos?(z) sin(z) + 511

= %COSQ(.T) sin(x) + gsin(x) +c

I, = /COS4(£L’) dz = %cos?’(x) sin(x) + %IQ
= icos?’(ac) sin(z) + 1 %(sin(x) cos(z) + x) + ¢
= Zx + % cos®(z) sin(z) + gsin(x) cos(x) + ¢

Analog lassen sich Ausdriicke fiir I5 (ausgehend von I3) und I (ausgehend von Iy) sowie fiir
hohere Exponenten n € N finden.

. Bewegungsgleichungen

Ableiten einer Funktion f nach einer Variablen (z.B. z) bedeutet, die (lokale) Verdnderung
von f nach dieser Variablen zu untersuchen. Physikalisch bedeutet dies, wenn man nach der
Zeitvariable (z.B. t) ableitet:

4 d
dt dt

Geschwindigkeit v(t) Beschleunigung a(t)

Es gelten die folgenden Bewegungsgleichungen:
s(t) = /U(t) dt bzw. v(t) = 5(t) Weg-Zeit-Gesetz

v(t) = /a(t) dt bzw. a(t) = v(t) Geschwindigkeit-Zeit-Gesetz



2
1+

Beispiel 1.3 Die Geschwindigkeit eines Objekts sei zeitabhéngig mit v(t) = ;

N[

Startet das Objekt bei t = 0 am Ort s(0) = 0, so befindet es sich zur Zeit ¢t > 0 bei

t t 2 1
t) = dr = dr =4In(1+ =t
s(t) /OU(T)T /01+%T T n( 2)

Alternativ ldsst sich eine Stammfunktion von v(t) finden,

/U(t)dt:4ln <1+;t> e

bei der die Integrationskonstante ¢ € R so zu bestimmen ist, dass die gefordete Anfangsbe-
dingung erfiillt ist:

5(0)=0=4In(l)+c=c alsogilt:c=0

~——
=0
Die Beschleunigung zur Zeit t ist
-2 1 4
alt)=0(t) = ——— = = — <0
(1+3)* 2 (@+1)?

Aus a(t) < 0 lasst sich erkennen, dass die Geschwindigkeit abnehmend ist, d.h. ein Brems-
vorgang vorliegt.

Wie lautet die durchschnittliche Geschwindigkeit im Beobachtungsintervall I = [0,T]? Dies
ergibt sich, indem die zuriickgelegte Wegstrecke s(T') —s(0) in Relation zur Beobachtungsdau-
er T bezogen wird. Dies entspricht gerade der Definition des linearen Mittelwerts m = v(7T):

B(T) = ;/OTv(t)dt: %m <1+;T>

Die durchschnittliche Geschwindigkeit v(7T") zum Zeitpunkt 7' ist aufgrund des Bremsvor-
gangs stets grofler als die momentane Geschwindigkeit: (7)) > v(T'). Es gilt insbesondere
lim v(7T) = v(0) = 2.

T—0
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4. Bogenléinge

a) Bogenlinge in 2D

FEine ebene Kurve lautet in Parameterdarstellung Y
{(z(t),y(t)) [t € I} CR?

wobei ¢ +— x(t) und ¢t — y(t) stetige Funktionen
von einem Parameterintervall I € R nach R sind.
Die Lénge der Kurve ldsst sich durch die Summe
von Hypotenusen kleiner Steigungsdreiecke (siehe
nebenstehend fiir ¢ € [4, 5]) approximieren:

¢ =V(Az)? + (Ay)? x

Satz 1.2 Fiir die Bogenlinge L einer ebenen Kurve {(z(t),y(t))|t € [a,b]} C R? mit
stetig differenzierbaren Funktionen z,y : [a,b] — R gilt:

b

L= / VEDE + g(02 dt

a

Bogenlinge in 3D

FEine Raumkurve lautet in Parameterdarstellung

{(z(t),y(t),z(t) |t € I} C R

wobei t — x(t), t — y(t) und ¢ — z(t) stetige Funktionen von einem Parameterintervall
I C R nach R sind.

Satz 1.3 Fiir die Bogenliinge L einer Raumkurve {(z(t),y(t), 2(t)) |t € [a,b]} C R? mit
stetig differenzierbaren Funktionen z,vy, z : [a,b] — R gilt:

b
L= / V()2 +y(t)2 + ()2 dt

Bemerkung

Aus dem zwei- und dreidimensionalen Fall ldsst sich die Bogenlédnge L direkt auf eine
n-dimensionalen Kurve verallgemeinern:

b n
L= / > di(t)?dt
a k=1

mit stetig differenzierbaren Koordinatenfunktionen zy, : [a,b] — R (1 < k < n).

Bogenlinge eines Funktionsgraphen

Fiir eine reelle Funktion f : D — R stellt ihr Graph G = {(z, f(z)) |z € D} einen
Spezialfall einer ebenen Kurve dar. Fiir diesen Fall lésst sich die Bogenlédnge direkt, d.h.
ohne Parametrisierung, formulieren.

Satz 1.4 Fiir die Bogenlinge L des Graphen {(z, f(z)) | € [a,b]} C R? einer stetig
differenzierbaren Funktion f gilt:

b

L= [ Vit 7@l

a

11



Beispiel 1.4 Im Folgenden werden Beispiele zur Berechnung von Bogenléngen vorgestellt.

(i) Betrachte die reelle Funktion f : [0,1] — R mit f(z) = 1va3.

-3

Die Lange der Kurve L lautet /(@)
1
L= [ VI+ (@)t |
0 . !
. . ) 1 3 1 L
mit Ableitung f'(z) = = - =z = =z !

3 2 2 5 T

Es gilt:

1 T 2 x%l
L= 1+2de=|2-4- (14>
/0\/ Ty [3 (+4> L

_ % [(4+x)%]; _ % (5\/5—8> ~ 1,060

Mit Pythagoras ergibt sich im Vergleich die Linge der direkten Verbindung vom Ur-
sprung zum Punkt (1, 1) zu

1\* 1
c=+¢/1+ 3 :§\/10%1,054

(ii) Fiir ¢ € [0,27] lautet die Parametrisierung]l] eines Einheitskreises: (t) = — cos(t) und
y(t) = sin(t).
Dies ergibt einen Kreis um den Ursprung mit Ra-

dius Eins. Die Linge der Kurve ist der Kreisum-
fang und elementargeometrisch bekannt: L = 2.

Alternativ ist L als Bogenléinge einer zweidimen-
sionalen Kurve zu berechnen:

L= /27r Vi (t)? 4+ y(t)? de
0

Es gilt mit den Ableitungen #(t) = sin(¢) und y(t) = cos(t):

2T 27
L= / \/sin2(t) + cos?(t) dt = / ldt=[t]f" =21
0 0

(iii) Fir t € [0,T] lautet die Parametrisierung nebenstehender Kurve:

Y
xz(t) = —t-cos(t) und y(t) =1t-sin(t) .
L -

Dies ist eine um den (dynamischen) Faktor ¢ ska-

lierter Parametrisierung des vorher betrachteten / \
Einheitskreises. Die Bogenlinge ist wieder \_) T

T
L= / VE(t)? +y(t)?de
0

1Zur Erinnerung: Die Sinus- und Kosinusfunktion wurde auf diese Art im ersten Semester eingefiihrt.
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Es gilt zunéchst fiir die Ableitungen:

&(t) = cos(t) + tsin(t)
= @(t)? = cos?(t) — 2tsin(t) cos(t) + t? sin’(t)

y(t) = sin(t) + t cos(t)
2

Damit folgt fiir die Bogenléingeﬂ

T T 1
L= / Vi T g(t)? = / Vitedt=g (T\/l ¥ T2+ arsinh(T))
0 0

wobel arsinh die Umkehrfunktion der sinh-Funktion bezeichnet.

Bemerkung: In vielen Féllen lassen sich Bogenléngen nicht analytisch sondern nur approxi-
mativ (z.B. mithilfe numerischer Verfahren) bestimmen.

5. Schwerpunkte

Betrachte eine ebene Fliachen mit einer homogenen Dich- y
teverteilung (d.h. jeder einzelne Massepunkt der Fldche ist
»gleich schwer“ unabhéngig vom Ort). Spéter im Kapitel
zu Mehrfachintegralen wird diese Fragestellung auf Flachen
und Volumina mit inhomogener Dichteverteilung verallge-
meinert.

Rechts ist der Schwerpunkt einer Fliche mit homogener ®s
Dichteverteilung zwischen einer umgekehrten Parabel und
der z-Achse (g = 0 im nachstehen Satz) skizziert. —a a

T

Satz 1.5 Fiir ebene Flichen, die zwischen den Graphen zweier Funktionen f(x) und g(x) mit
f > g tiber dem Intervall [a, b] eingeschlossen sind, sind die Koordinaten des Schwerpunktes
S(zs,ys) gegeben durch:

V(@) - w)?) as

b
[ (1@) = gla)) o
g und ys = = - Z
/ (f(z) - g(z)) da

Ts =

b 2
/ (f(2) - gla)) dz

Beispiel 1.5 Betrachte die umgekehrte Parabel f : [~2,2] — R mit f(x) = 4 — 22. Fiir das
Nennerintegral der - und y-Koordinate gilt:

2 1.]° 8\ 32
N = 4— 22 de = |4z — =23 =2.(8-2) =22
[a-aao=fw-g] =2 (s-3) -3

s ist bereits eine #hnliche Stammfunktion bekannt (sieche Beispiel 6.3(vii) in ,, Ingenieurmathematik 1¢):

/ V1—22de = % (mx/ 1—a2+ arcsin(:c))

Diese konnte mittels Substitution = = sin(u) gefunden werden. In dem vorliegenden Fall [ /1 + ¢2dt ist die Substi-
tution ¢ = sinh(u) hilfreich. Der Nachweis der angegeben Stammfunktion ist dem interessierten Leser iiberlassen.

13



Fiir die z-Koordinate des Schwerpunkt ergibt sich aufgrund der Punktsymmetrie des Inte-
granden und dem zum Ursprung symmetrischen Integrationsberreich I = [—2,2]:

1 2
acs:/ r-(4—2%) dz=0
N —92 %,—/

ungerade Funktion
Fiir die y-Komponente gilt:
> 3 512 8

1/2(4 22 4z = 5 162+ S0% + 2a?

= — —x r=— |16+ -z° + -z =—.— =

BToN ), L 64 37 "5 ,T 64 15 5
=16—8x2+z4

14



2 Reihen

2.1 Zahlenreihen

Zum Einstieg in Reihen ist eine Wiederholung des Begriffs einer Folge aus dem ersten Semester
hilfreich: Eine Folge (ax)ken, ist eine Abbildung a : Ng — R, deren Funktionswerte als aj, := a(k)
geschrieben werden.

Beispiel 2.1 Betrachte fiir £ € Ny die Folge ay, := L

ap =1 = So=ap=1

al—% = Slzao+a1:g:1,5

ag—é = ngao+a1+a2:%:1,7

agz% = 53:a0+a1+a2+a3:%:§:1,8

a4:1—17 = S4:ao+a1+a2+a3+a4:%zl,86
Folgeelemente ay Summe S, der ersten n + 1 Elemente

Definition 2.1

e Fiir eine gegebene Folge (ay)ken, ist die zugehorige Reihe die unendliche Summe iiber alle
Elemente der Folge:

00
Zak:ao+a1+a2+...
k=0

e Die Summe der ersten n + 1 Reihenglieder
n
Sn:Zak:a0+a1+a2+...+an
k=0
heilt n-te Partialsumme der Reihe.
Daraus ergibt sich eine Folge von Partialsummen (S, )nen,-

o0

e Eine Reihe ) aj konvergiert gegen den Grenzwert S € R, wenn die Folge ihrer Partial-
k=0

summen (Sp)nen, gegen S konvergiert. In diesem Fall wird S der Wert der Reihe genannt

und man schreibt
o0
Z ap = S.
k=0

e Eine nicht konvergente Reihe wird divergent genannt.

Falls die Folge der Partialsummen einer Reihe bestimmt divergent ist, dann nennt man auch
die Reihe bestimmt divergent und schreibt

[o.¢] [o.¢]
E ap = 00 bzw. E ap = —00
k=0 k=0

Bemerkung
Es ist wichtig, die die Folge (ax)ren, als Grundlage und (Sp)nen, als die darauf aufbauende Folge
der Partialsummen zu unterscheiden.
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Satz 2.2 (Notwendiges Konvergenzkriterium)
[e.°]

Wenn die Reihe ) aj konvergiert, dann gilt klim ar = 0.

k=0 —00
Bemerkung
e Konvergente Reihen basieren immer auf Nullfolgen.

e Die Umkehrung gilt jedoch nicht, da es Nullfolgen gibt, deren Reihe divergiert (z.B. haromo-
nische Reihe mit ay = %, kE>1).

1 1
Beispiel 2.2 Betrachte fiir £ € N die beiden Folgen aj = z und aj, = 7z Daraus ergeben sich die
nachstehenden Folgen der Partialsummen:

n Sp = ” 1 S = i L
o k=1 k N k=1 k2
1 1 1
10 2,9 1,55
100 5,2 1,63
103 7.5 1,64
104 9,8 1,64
10° 12,1 1,64
106 14,4 1,64
o (0. @] %2

Die harmonische Reihe S, wichst fiir grole n € Ny langsam aber bestdndig gegen Unendlich,
wihrend die Summe der inversen Quadratzahlen S;, gegen einen endlichen Wertﬂ konvergiert.
Formal ldsst sich die Divergenz der harmonischen Reihe wie folgt nachweisen. Fiir a; = %, k eN,
betrachte man Partialsummen Son, d.h. fiir steigende n € N eine exponentiell grole Anzahl von
Summanden (Index 2"). Es gilt:

Sgn:a1+a2+a3+a4—|—...+a2n

—1s +[1+1” +[1+...+1H +[1+...+1H PR TS
2n:1 3 4 n=2 5 8 n=3 9 16 n=4 17 2" neN
S14 4 [1+1] +[1+...+1}+[i+...+i]+...+i
- 2 4 4 8 8 16 16 2n
~~~ N—— ~~
1 Summand 2 Summanden 4 Summanden 8 Summanden
SPTIE VIE E
2 4 8 16 AL
nSummanden%
n
:1-}-5

3Der Wert %71’2 der Reihe kann an dieser einfiihrenden Stelle mit den bisherigen Werkzeugen nicht gezeigt werden.
Mit den Methoden der Fourier-Analysis beispielsweise wird der Nachweis spéter moglich sein.
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In der Rechnung wurden zunichst die Elemente, die beim Ubergang von n auf n + 1 bei der
Partialsumme So» hinzukommen, in Blocke gruppiert. Jedes Element eines Blocks lésst sich durch
den letzten Summanden in diesem Block nach unten abschétzen. Im Block fiir n = 3 etwa sind
alle vier Elemente (£, 2,1, 1) grofier als der letzte Summand (1) und konnen daher durch ihn
abgeschitzt werden. Die Blocke enthalten 1,2,4.8,...,2" ! Summanden, sodass die Summe in

jedem einzelnen Block stets % ergibt. So gibt es z.B. fiir n = 3 vier Elemente, die jeweils durch %

abgeschitzt werden koénnen: 4 - % = % = % Betrachtet man die gesamte Partialsumme Son, so gibt

es insgesamt n Summanden, die durch % abgeschitzt werden konnen:
n

Vergleicht man diese Abschitzung mit obiger Tabelle (S1gs = 14,4), so erhélt man fiir n = 20 in der
Partialsumme Sy» mehr als eine Million Summanden, denn 229 = 1.048.576 > 105. Als Abschitzung
erhilt man den Wert Sy20 > 1+ % =11, was von Sjge sogar schon iiberschritten wird.

Aus der gefundenen Abschéitzung erhélt man einen Mindestwert fiir die 2"-te Partialsumme der
harmonischen Reihe. Diese Abschéitzung divergiert fiir n — oo nach Unendlich:

lim Son = lim
n—oo n—oo

(al-l—ag-f—...—l—agn)z lim (1—}—2) =00
n—00 2

Damit gilt auch fiir die harmonische Reihe:

= 0

x|

oo
k=1

Satz 2.3 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen) Sei by > 0 fiir alle k£ € Ny. Falls die Folge
oo

(br)ren, eine monoton fallende Nullfolge ist, dann konvergiert die alternierende Reihe > (—1)*by.
k=0

Bemerkung
Mit dem Leibniz-Kriterium erhélt man nur die Existenz eines Grenzwertes der Reihe, ihr Wert ist
damit nicht bestimmt.

Beispiel 2.3 Die alternierende harmonische Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent:

(] _1k‘
Z(k)

k=1

< 00

Mit den Werkzeugen aus einem spéteren Kapitel werden wir auch den Wert der Reihe finden:

o0
(—1)’“ 1 1 1 1
E - ]+ 4 _Z
+ +4 5+

+...=—-In(2) ~ —
2 5 573 n(2) 0,69

1

6
o0 [e.e]

Definition 2.4 Die Reihe ) aj heifit absolut konvergent, wenn ) |ay| konvergiert.
k=0

k=0

Bemerkung
Die alternierende harmonische ist konvergent, aber nicht absolut konvergent. Grund ist die Diver-
genz der harmonische Reihe.
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Satz 2.5 (Vergleichskriterien) Es seien (ax)ren, und (bg)ren, gegeben.

1. Majorantenkriterium (fiir Konvergenz)

o
Falls > by konvergiert und es ein kg € Ny gibt mit |ag| < by fiir k¥ > ko, dann konvergiert

k=0
[o¢]
auch Y ay (absolut).
k=0
’ * b
| ° Ok
| |
. °
| ‘ 0 o *
1 ? 1 1 Q ¢
¢ | o) | | | |
‘ | + | | | o *
| | le) | | | | |
I I I é I I I I o}
} } } } } } } } } k
0 1 2 3 ko

2. Minorantenkriterium (fiir Divergenz)

Sei by, > 0 fiir alle k € Ny. Falls ) by divergiert und es ein kg € Ny gibt mit ax > by fiir

k=0
oo
k > ko, dann divergiert auch ) ay.
k=0
o ag
] ]
| o) | o b
0 ) . |
| ¢ | | * ?
¢ ° | | | | (\)
* | | | | | | |
| | O ’ | | | [ *
| | | ? | | | | |
L T S

Bemerkung
Die Uberlegungen zur Divergenz der harmonischen Reihe basieren auf dem Minorantenkriterium.

Satz 2.6 (Konvergenzkriterien fiir Reihen) Es sei die Folge (ax)ren, gegeben.

1. Quotientenkriterium

o0

<1, dann konvergiert > aj (absolut)
Falls lim |25+! <
koo | ag > 1, dann divergiert > ay

k=0
=1, dann ist keine Aussage moglich

2. Wurzelkriterium

o0
<1, dann konvergiert » aj (absolut)
k=0
. b 00
Falls klﬂ"{; VI > 1, dann divergiert > ag
k=0

=1, dann ist keine Aussage moglich

Bemerkung: Das Wurzelkriterium ist schirfer als das Quotientenkriterium, d.h. es ist moglich,
dass mit dem Quotientenkriterium keine Aussage getroffen werden kann, mit dem Wurzelkriterium
hingegen schon.
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Satz 2.7

o0
1. Die geometrische Reihe Y ¢* konvergiert (absolut) genau dann, wenn |q| < 1 ist:

k=0
= 1
F=14q¢+P+...=—— falls|g| <1
l—gq
k=0
x 1
2. Die Reihe ) o konvergiert genau dann, wenn « > 1.
k=1

e 1
3. Die alternierende harmonische Reihe Y (—1)* Z konvergiert.

k=1
o
4. Die Exponentialreihe )’ i konvergiert (absolut) und es gilt:
k=0 IV
ii—1+1+1+1+i+ —e
et 2 6 24

Beispiel 2.4 Zur Anwendung der Konvergenzkriterien werden im Folgenden die Aussagen des
vorangegangenen Satzes im Detail untersucht.

(i) Fiir ¢ € R betrachte man die Folge (ax)gen, mit ay = ¢*. Die n-te Partialsumme erh#lt man
mit der geometrischen Summenformel

n+1, falls g =1

n
So=D @ =1l+a+@+.Hd" =0 |
k=0 ———, fallsqg#1
L—q
Im Grenzwert n — oo gilt fiir |[¢| < 1: lim ¢"*! = 0. Fiir ¢ > 1 divergiert die Folge ¢"*!
n—oo

gegen oo, fiir ¢ < —1 ist sie unbestimmt divergent. Aufgrund der obigen Fallunterscheidung ist
zusétzlich ¢ = 1 zu betrachten, also lim (n+ 1) = oco. Insgesamt erhélt man also Konvergenz
n—oo

1
lim S, = 1o falls [¢| < 1
—q

n—oo

konvergent fiir |g| < 1

, O R
-1 0 I 7€

Mit dem Quotientenkriterium finden man ebenfalls den konvergenten Bereich:
qk+1

qk:

ak41
ag

lim

k—o0

= lim
k—o0

=lg| (Quotient unabhéngig von k)

Aus diesem Grenzwert besagt das Quotientenkriterium unmittelbar, dass fiir |¢| < 1 Kon-
vergenz und fiir |¢| > 1 Divergenz folgt. Fiir die beiden speziellen Punkten ¢ = +1, fiir die
aus den vorherigen Uberlegungen bestimmte Divergenz (¢ = 1) sowie unbestimmte Divergenz
(¢ = —1) folgt, kann man mithilfe des Quotientenkriteriums nichts aussagen.
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(ii) Betrachte die Folge ay = 7% fiir ein o € R. Mit dem Quotientenkriterium findet man

= lim L i
_kﬁoo kE+1

= Das Quotientenkriterium fithrt zu keiner Aussage zur Konvergenz der Reihe.

Q41
ag

lim

k—o0

= lim
k—o00

kt1)e =1 (Grenzwert unabhéngig von «)

’ 67

Mit dem Wurzelkriterium findet man

lim {/|ag| = lim = =1 (Grenzwert unabhéngig von «)
k—o00 k—

1
= (v8)
= Das Wurzelkriterium fiihrt ebenfalls zu keiner Aussage zur Konvergenz der Reihe.

Bemerkung

Die eingefithrten Konvergenzkriterien sind nicht ausreichend, um die Konvergenz von der
Reihe zu ap = k% zu entscheiden. Der Nachweis kann man mithilfe weiterfithrender Kriterien

erfolgen, die in dieser Vorlesung nicht eingefiihrt werden.

Mit einer sehr dhnlichen Technik wie beim Nachweis der Divergenz der harmonischen Reihe,

lisst sich mittels nachstehenden Uberlegungen die gesuchte Konvergenz formal nachweise

Fiir a = k%, ke Nund o > betrachte man Partialsummen Ss», d.h. fiir steigende n € N
eine exponentiell grofe Anzahl von Summanden (Index 2"). Es gilt:

Son =a;+azy+az+as+ ...+ axm

:Hl\ T | o S | e U

ga| T l3e Tga]| T [5e gal| "o CoER

<1+1+[i+i}+[i+...+i}+[i+...+i}+...+[...+;}

= g0 " 9a] T [ga 4o " 5o g™ (27 1)°
2 Summanden 4 Summanden 8 Summanden on—1 Summanden
2 22 23 2n1

:1+1+2?+W+W+'”+W

-
geometrische Summe mit g = 21—

2k n—1 X
=14+) e =1t > (@)
0 k=0

i

In der Rechnung wurden zunichst die Elemente, die beim Ubergang von n auf n + 1 bei
der Partialsumme Son hinzukommen, in Blocke gruppiert. Jedes Element eines Blocks lésst
sich durch den letzten Summanden des vorherigen Block nach oben abschétzen. Im Block

fiir n = 3 etwa sind alle vier Elemente (5%, 6%, 7%, 8%

vorherigen Blocks (4%) und konnen daher durch ihn abgeschétzt werden. Dies ergibt sich aus

) kleiner als der letzte Summand des

der Tatsache, dass n +— n® fiir & > 0 eine monoton steigende Funktion in n € N darstellt. Die
Blocke enthalten 1,2,4,8,...,2" ! Summanden, sodass jeder einzelnen Block ein Element
einer geometrischen Summe bildet. So gibt es z.B. fiir n = 3 vier Elemente, die jeweils durch

4% abgeschétzt werden kénnen: 4 - 4% = (2222)a. Mit dieser Beobachtung ergibt sich:

n—1
Son < 1+qu mit ¢ = 217
k=0

“Eine Verallgemeinerung dieser Uberlegungen fithren auf das so genannte Verdichtungskriterium von Cauchy.

SFiir @ < 0 dreht sich der Bruch um und die Divergenz der Reihe ist ebenso offensichtlich wie fiir o = 0.
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Die geometrische Reihe konvergiert, falls |¢| < 1 gilt, also:

lgf <1 <= 217 <1 |logy(")
<— 1—-a<0
<— a>1

1
Mit dem Majorantenkriterium folgt die gesuchte Konvergenz Z — < oo fira>1.

(iii) Betrachte aj, = 7 fiir k € N und dazu

00 k

(1) 1 1 1 1 1
R =

kzl k T35

Die alternierende harmonische Reihe ist nach dem Leibniz-Kriterium konvergent, da die zu-
grundeliegende Folge (ag)ren

e eine Nullfolge ist: lim % =0,
k—o00
e cine monoton fallende Folge ist: % < % fir alle n > m.

Bemerkung

Zum Nachweis von Monotonie ist es moglich, nach Fortsetzung der Folge auf D C R mit
Ableitungen zu arbeiten. In diesem Fall ist f : Rt — R mit x — f(x) = % eine Fortsetzung
der Folge (aj)ken auf die reellen Zahlen. Es gilt f/(x) = —z% < 0, d.h. die Funktion f ist

(streng) monoton fallend. Damit ist auch die Folge (aj)ren monoton fallend.

(iv) Betrachte die Folge aj, = ;. Es gilt mit dem Quotientenkriterium:

Okt . k! :
1 li lim — =0<1
e ag " iSse (k+ 1)1 (k+1)! TS 1tk
x 1
Demnach ist die Reihe > 7l konvergent.
k=0

Mit den Werkzeugen aus einem spéteren Kapitel werden wir auch den Wert der Reihe finden:

> 1 1 1
kzok_1+1+2+6+24+ .=e~2,71828

Beispiel 2.5 Die nachstehenden Reihen sollen auf Konvergenz untersucht werden:

z Ry
f—n+ 1 3 4 5 7
Zunéchst stellt sich die Frage, ob die der Reihe zugrunde liegende Folge a,, = % eine

Nullfolge ist. Fiir den Betragﬂ ergibt sich:

(=3)"
n+1

) 3" g, 3"-In3
= lim = lim =
n—oon + 1 n—00

lim
n—oo

= Reihe ist divergent, da keine zugrundeliegende Nullfolge.

SEs gilt: a, — 0 & |an| — 0 fiir n — oo.
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o= (In2)™ (In2)2  (In2)? (In2)*
=1In2 +...

(i) nZ: Wt Ty T T
Mit dem Quotientenkriterium findet man die Konvergenz der Reihe:

(mit In2 ~ 0,69)

an ) n2)7 . pnl . n
i ﬁ =, (n(lJr?)' “(n2)" T}E&nl+21 =0<1
(i) ;(—1)”(W—\/ﬁ)——<\/§—1>+<\/§—\/§)—(ﬂ—ﬁ)i...

ist eine alternierende Reihe mit den folgenden Eigenschaften:

. . (n+1)—n
e lim (Vvn+1—4/n)=lim ————==0 = Nullfolge v
i ( Vi) = lim, Vn+l+n &
e Monotonie folgt aus der fortgesetzten Funktion f: RT — R mit f(z) = (Vz + 1 — /z)
und der Ableitung

1 _\f—\/x—l—1<0
S V41 2y 2zr+1

= Geméf dem Leibniz-Kriterium ist die Reihe konvergent.

= monoton fallende Funktion v/

f'(z)

2.2 Potenzreihen

2.2.1 Einfithrung

oo
Bisher: Betrachtung von Zahlenreihen Z ay
k=0

oo o0
Jetzt: Betrachtung von Potenzreihen Z ap(x — xo)* = Z bi(x)

k=0 k=0
Definition 2.8 Die Funktionenreihe

o0

>~ anle —20)* = ag + a1 (& — 20) + aalx — w0)* + ..
k=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zj € R und den Koeffizienten a; € R (k € Np).

Die Menge aller x € R, fiir die die Potenzreihe konvergiert, nennt man Konvergenzbereich K
der Potenzreihe:

o0
K = {:L‘ eR| Zak(m — )" konvergiert}

k=0

Bemerkung: Durch die freie Variable x € R definiert die Potenzreihe eine Funktion

fK—=R, z~ f(x) :Zak(m—xo)k
k=0

Beispiel 2.6

(i) Betrachte die zur Folge aj, = 7; gehorende Potenzreihe um Null (d.h. 29 = 0):

fl@)=>"
k=0

| —

1 1 1
k 2 3 4
!33 —1+:L’+*2ZE +76:r +—24:L‘ + ...

™
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o0

Es folgt f(zo) = f(0) = 1 und aus Satz [2.7]ist auBerdem f(1 Z = e bekannt.
k=0
Frage: Fiir welche x € R konvergiert die Potenzreihe?

Dazu fasst man die Summanden ay(z — x0)* =: by(z) als eine z-abhiingige Zahlenreihe auf

und nutzt die bereits bekannten Konvergenzkriterien fiir by (z).

— Quotientenkriterium:

b

ber(z) | o | 2t R
bk(x) k—o0 (k+ 1)' xk

Dieses Ergebnis ist unabhéngig von « € R, weshalb nach dem Quotientenkriterium die Po-

tenzreihe f(z) fiir alle x € R konvergiert. Damit gilt fiir den Konvergenzbereich K = R.

frant N

]

lim im
k~>oo k’

k—o0

:0<1

(ii) Betrachte fiir ¢ # 0 die Potenzreihe mit Koeffizienten aj, = ¢*z*:
Z ¢"zF  (Entwicklung um z = 0)

— Quotientenkriterium:

by (w) | gkt , !
Also ist das Quotientenkriterium erfiillt fiir |z < ‘ Fiir den Konvergenzbereich gilt:
1
K={zeR]lzl <g}= g

An den Rindern von K ist die Potenzreihe divergent, denn fiir x = :l:‘%| ist

k
q
by =q" -2 =¢" - (£1)F = TolF (1)

keine Nullfolge (fiir £ — o0), weshalb das notwendige Konvergenzkriterium verletzt ist.

(iii) Betrachte die Potenzreihe um zg = 0 mit aj = #, also
N o)t
k=1
— Quotientenkriterium:
(@) (=o)L k | !
1 —lim | ) el L1
S e R (e ey ey Rl

Also ist das Quotientenkriterium erfiillt fiir || < 1. An den Réndern ist zwischen z = +1
und z = —1 zu unterscheiden (siehe auch Satz [2.7):

o Fiir z = +1ist f(1) =) po 1
dem Leibniz-Kriterium konvergent

e Fiir = —1 hingegen ist f(—1) = 2, % die harmonische Reihe, welche divergiert.

Fiir den Konvergenzbereich folgt insgesamt: K = {x € R||z| < 1} U {1} = (—1,1].

Zusammenfassung der Beobachtung aus den drei Beispielen:

Der Konvergenzbereich kann ganz R sein oder ein (um den Entwicklungspunkt z¢: hier stets zo = 0)
symmetrisches Intervall. Die Konvergenz an den Réndern des Intervalls ist dabei hochst unterschied-
lich und muss individuell betrachtet werden.
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o0

Satz 2.9 Fiir jede Potenzreihe 3 ax(x — x0)* existiert eine eindeutig bestimmte Zahl > 0, der
k=0

sogenannte Konvergenzradius der Potenzreihe, so dass gilt:

1. Falls r = 0, dann konvergiert die Potenzreihe nur fiir x = xg.

2. Falls 0 < r < oo, dann konvergiert die Potenzreihe fiir alle  mit |x — x| < r absolut und
divergiert fiir alle x mit |z — x| > 7.
Uber die Konvergenz fiir |x — x| = r ldsst sich ohne weitere Untersuchung nichts aussagen.

3. Falls r = 0o, dann konvergiert die Potenzreihe fiir alle x € R absolut.

Der Konvergenzradius r lasst sich ermitteln durch

1

Vlax|

lim
k—o00

(I) r = lim

k—o0

oder (II)r =
AE+1 ( )

aber nur, falls diese Grenzwerte (eigentlich oder uneigentlich) existieren.

Bemerkung: Die Formel (I) fiir die Berechnung des Konvergenzradius bezeichnet man manchmal
als ,,inverses Quotientenkriterium*, die Formel (II) als ,inverses Wurzelkriterium*. Sie lassen sich
allgemein aus den beiden Kriterium ableiten.

Beispiel 2.7 Betrachtet man nochmals die drei Beispiele von soeben, so lassen sich die fiir die
zuvor gefundenen Intervalle geltenden Konvergenzradien bestétigen:

[e.9]
1
(i) Fiur die Potenzreihe Z chk erhélt man den Konvergenzradius
k=0 "
M

r = lim
k—o0

ay

=lim(k+1) =00 V

k—o0

ag+1

Also ist r = oo, d.h. K = R, wie zuvor mit dem Quotientenkriterium fir by(z) = apzh

gefunden wurde.

o

(ii) Fir Z ¢*z" erhilt man den Konvergenzradius
k=0
1T 1 1 1
r o lim = lim =— v
k—oo k ’ak’ k—o0 ,’“/|qk’ |q’
Der Konvergenzradius r = ﬁ stimmt auch hier mit dem zuvor gefundenen Konvergenzbe-

reich K = (—I%‘, ﬁ) iiberein. Alternativ ldsst sich der Konvergenzradius mit dem inversen

Quotientenkriterium finden:

@ .. ag .1 1
= lim = lim — = —
k—o00 | Q41 k—o0 |q‘ ’q‘
- (D
(iii) Fiir Z A 2% erhilt man den Konvergenzradius
k=1
(Q lim 9k = lm —— = v
k—o0 | Qg1 k—oco k+1

Der Konvergenzradius r = 1 stimmt wiederum mit dem zuvor gefundenen Konvergenzbereich
K = (—1,1] iiberein. Uber die Rénder von K allerdings kann der Konvergenzradius nichts
aussagen.
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Satz 2.10 (Rechenregeln fiir Potenzreihen)

1. Zwei Potenzreihen mit Konvergenzradien rq,r, und Entwicklungspunkt zo werden sum-
mandenweise addiert bzw. subtrahiert:

Z ap(x — xo)* Z bi(x — x0)* = Z(ak + by,) (z — x0)F
k=0 k=0 k=0

Fiir den Konvergenzradius r der Summe/Differenz der Potenzreihen gilt: » > min{ri,r2}.

2. Die Multiplikation von zwei Potenzreihen mit den Konvergenzradien r1,r2 und Ent-
wicklungspunkt zg ergibt eine Potenzreihe

(Z ag(x — azo)k) (Z b (x — xg)k> = Z cn(x — x0)"
k=0 k=0

k=0
= agpby + (a0b1 + albo)(l‘ — 33()) + (Cbon + a1by + agbo)(aj — :130)2 + ...
mit Konvergenzradius r > min{ry, 7o} und Koeffizienten
k
ck = Zalbk—l = agby + a1bg_1 + ... + ax_1b1 + arbo
=0

3. Nachstehende Potenzreihe habe den Konvergenzradius r > 0 (auch r = 00):
o0

> ap(z — 20)* = ag + ar(x — z0) + az(z — 20)* + az(z — x0)* + . ..
k=0

o0
Dann ist durch f(z) := > ap(x — x0)* fiir z € R mit |z — 29| < 7 eine beliebig oft diffe-
k=0
renzierbare und integrierbare Funktion definiert.
Die Ableitungen und Integrale konnen summandenweise berechnet werden und haben den-
selben Konvergenzradius r wie f:

Beispiel 2.8

oo
(i) Betrachtet man das Quadrat der Funktion f(z Z , also der Produkt mit sich selbst,
=0
so erhélt man:
o0
2 _ k
0-(25) (z )T
k=0 k=0

1
mit Koeffizienten ¢ = Zalbk 1= Z l' ( _ l)'
1=0 '

k

1 k! 1< ok
:sz k—1)! k'?()
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Nach der Identifikation der Binomialkoeffizienten kann man die Summe als Spezialfall des
binomischen Lehrsatzes (y 4 2)* fiir y = z = 1 interpretieren, womit sich der Faktor 2¥ ergibt.

Insgesamt folgt:
. 2o\t &2 X ()t
FPo=\lu) 2w =2

k=0 k=0

oo
(ii) Betrachte die Potenzreihe f(z) = Z(_,i)kxk mit dem bekannten Konvergenzradius r = 1.

o0
:Z(—l)kxk_l:—1+x—x2+:1:3—x4—|—x5—:c6:t...

k=1
sowie /f(ac) dmzi/(_l)kxkdx
k
k=1
e D 2, La 1 4 15 6
_;k(l-wrl)x ST e TR Tt Tt T

Der Konvergenzradius von f’(z) und [ f(z)dz bleibt mit r» = 1 erhalten.

Bemerkungen zu Potenzreihen im Komplexen

e Potenzreihen lassen sich analog auch fiir komplexe Zahlen z € C definieren, d.h. durch
[o.¢]
F(2) = ar(z — 20)*
k=0

fiir einen Entwicklungspunkt zg € C wird mit den Koeffizienten a; € C eine komplexe Funk-
tion f: K CC — C, z+ f(z) definiert.

Die bisher gemachten Aussagen iiber Konvergenz und Rechenregeln gelten auch im Komple-
xen unverdndert weiter.

e In den komplexen Zahlen lassen sich viele Eigenschaften von Potenzreihen oder die iibliche
Nomenklatur besser verstehen.

Zum Beispiel ist im Komplexen der Konvergenzradius » € R tatséchlich der Radius eines
Kreises um zp € C, in dessen Innern, d.h. fiir |z — z9| < 7, die (komplexe) Potenzreihe
konvergiert.
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2.2.2 Taylor-Reihen

Beispiel 2.9 Zur Einfithrung betrachte man fiir
x € (—1,00) die Wurzelfunktion f(z) = v/1+ x.
Die ,,ndhere“ Umgebung von xg = 0, d.h. etwa bis
T = j:%, soll untersucht werden.

Kurze Kurvendiskussion von f fiir zg =0

Es gilt f(0) = 1. Die erste sowie zweite Ableitung ergibt sich zu
1 1

f(f):mv f(m):—m

also gilt f/(0) = % sowie f(0) = —%.

2

Betrachtet man neben der Funktion f zusitzlich das Polynom p(z) = 1+ 32 — %x , so stelle man
fest, dass dieses bis hin zur zweiten Ableitung die gleichen Ergebnisse fiir den Punkt xg = 0 liefert
(siehe auch den gestrichelten Graphen von p in obiger Skizze):

L o

1

p(0)=1+4 -2 — -z =1 =< f0) v
2" 8" |,

oy L1 _ L1z

PO =5 =5 210 v

FO)=—5 £ 110 v

Nicht nur graphisch sondern auch tatsichlich approximiert das Polynom p die Funktion f in der
Umgebung von xyp = 0 sehr gut:

839

p(15) = g5 ~ 1, 04875

11
1y ~
f(15) =/ 1 = 104881
219
Z ~1,09500
200

f(3) = \/§~ 1,09545

p(b) = % ~ 1,21875

s
—
Y=
~—

F(3) = g ~ 1,22474

Unterstrichen sind in den Ergebnissen die Dezimalen, in denen die Funktion f(z) und die Ap-
proximation durch p(z) fir € {1—10, %, %} paarweise iibereinstimmen. Je weiter man sich vom
Entwicklungspunkt xy = 0 entfernt, desto grofler werden die Abweichungen zwischen f(z) und
p(z). In einer kleinen Umgebung um den Entwicklungspunkt approximiert das Polynom die Wur-
zelfunktion jedoch sehr gut. Grund dafiir ist, dass dort beide Funktionen vom gleichen Wert aus
mit der gleichen Steigung sowie gleichen Kriimmung starten. Da p eine Parabel ist, nennt man es
quadratische Niherung von f an der Stelle zg = 0.
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Beispiel 2.10 Als weiteres Beispiel ist die quadratische Naherung der Exponentialfunktion

f(z) = €® an der Stelle zy = 0 gesucht.

Dazu benotigt man den Funktionswert, sowie den Wert der ersten und zweiten Ableitung von f an
der Stelle zg = 0. Es gilt: f(z) = f'(z) = f(z) = €%, also f”(0) = f'(0) = f(0) = 1.

Damit sind die Koeffizienten a,b,c € R des Polynoms p(z) = az? + bx + ¢ zu bestimmen, sodass
dieses mit den Werten von f an der Stelle zy bis zur zweiten Ableitung {ibereinstimmt:

p(O):aa:2+bm+c‘I0:0:c = fO)=1 —ec=1

P0)=2az+bl,_o=b= f(0)=1 —b=1
1

p"(0) =2a=c L f7(0)=1 —>a:§

Es ergibt sich somit als quadratische Nidherung der Exponentialfunktion f(x) = e® an der Stelle

zo = 0 das Polynom p(z) = 2% + z + 1.

Definition 2.11 Sei g € R,n € Ny und f eine Funktion, die in der Umgebung von zy n-mal
differenzierbar ist. Dann heifit

m R (g
T, (z) = Zif ( 0>(:c—x0)k

k!
k=0

— Fa0) + P (ao) (e — a) + L)

S (—20)2+ ...+ ——(x — zq)"

das Taylor-Polynom vom Grad n (bzw. der Ordnung n) von f um xo.

Fiir eine in der Umgebung von xg unendlich oft differenzierbare Funktion f nennt man

f//(x[))

o (z —x0)> + ...

20 £(k) (1
7(@)i= 30 L 0 ag) = fa) + (ao)(w - 20) +
k=0

die Taylor-Reihe von f um zg (bzw. mit Entwicklungspunkt z).
Bemerkungen:

e Das Taylor-Polynom T,,(z) vom Grad n von f um zg ist genau das Polynom, bei dem an der
Stelle g der Funktionswert und alle Ableitungen bis zur Ordnung n mit f iibereinstimmen,
d.h.

TH) (20) = f) (z0) fiir alle 0 < k < n

(o)
e Sei f gegeben durch eine Potenzreihe f(z) = Y ax(x — z0)*. Dann ist diese Potenzreihe die
k=0

£ (o)
k!

e Taylor-Reihen mit Entwicklungspunkt zg = 0 werden auch als MacLaurin-Reihe bezeichnet

Taylor-Reihe von f um zg, d.h. a; =

e Der Konvergenzradius einer Taylor-Reihe kann auch Null sein, sodass in diesem Fall die
Taylor-Reihe nur im Entwicklungspunkt konvergiert.

e Ist die Taylor-Reihe konvergent (Konvergenzradius r > 0), so muss sie nicht notwendigerweise
gegen die urspriingliche Funktion f konvergieren (vgl. Satz von Taylor).
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Beispiel 2.11

(i)

(i)

(iii)

Betrachte die quadratische N#herung von f(x) = cos(z) um zg = 0.
Esist f/(z) = cos(z) und f”(z) = — cos(x), womit f(0) =1, f/(0) =1 und f”(0) = —1 folgt.
Insgesamt erhélt man fiir das Taylor-Polynom zweiter Ordnung;:

-1 1

(Do, 1,

T2(1‘)=1+0—|—Tm =1-3

Betrachte die quadratische Nidherung von f(z) = sin(x), wieder um xo = 0.
ES ist f(z) = cos(z) und f”(x) = —sin(z), womit f(0) = f”(0) = 0 und f'(z) = 1 folgt.
Insgesamt erhélt man fiir das Taylor-Polynom zweiter Ordnung

To(x)=0+1-24+0==x

In diesem Fall verschwindet der Koeffizient vor dem quadratischen Term, sodass T (z) = T3 (x)
gilt. Der niichste Term tritt erst wieder bei der kubischen Niherung auf. Mit f”'(x) = — cos(x)
folgt f"(0) = —1, also
—1 1
Ts(x) = To(z) + ) 3l )J:2 =x— 6:03
Nun soll die (vollstéandige) MacLaurin-Reihe von f(z) = cos(z) um den Entwicklungspunkt
o = 0 gefunden werden. Es gilt:

fa) =cos(z)  fi(x)=sin(x)  f(x)=—cos(z) f"(x) = sin(x)
J®(@) = cos(z) O (a) = —sinz) fO(z) = — cos(a)

Damit folgt fiir die k-te Ableitung (mit f(%)(z) = f(z)) am Entwicklungspunkt o = 0:

0, falls k ungerade
F®0) =< +1, fallske {0,4,8,12,...}
—1, fallsk €{2,6,10,14,...}

Dies lisst sich darstellen fiir I € No: f(0) = (=1)! und f#*1(0) = 0. Fiir die Taylor-Reihe
gilt:
Lo 1 4 1 4
T(a:)zl—ix + 58 ~ 730% +...
0, falls k ungerade
apz®  mit Koeffizienten aj, = % , fallske€{0,4,8,12,...}
—4, fallsk €{2,6,10,14,.. .}

Bemerkung:

Da alle Koeffizienten aj der Potenzreihe fiir ungerade Indizes k verschwinden, ist die Darstel-
lung in der letzten Zeile vorteilhaft. Es ist fiir diese Darstellung allerdings zu beachten, dass
daraus die Entwicklungskoeffizienten a; nicht unmittelbar abgelesen werden kénnen. Insbe-

sondere gilt a; # ((;711))!17 denn dies wiirde sich auf eine Taylor-Reihe beziiglich der Variable x?
beziehen, nicht aber auf die Variable = wie in T'(z) angesetzt.
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Dies ist insbesondere wichtig bei der Bestimmung des Konvergenzradius von T'(x). Das

inverse Quotientenkriterium lésst sich auf die aj nicht anwenden, da jeder zweite Koef-

ak
Ak+1

fizient verschwindet, d.h. der Grenzwert lim bezieht sich auf eine Folge der Art

k—o0
»(00,0,00,0,00,0,00,...)“ Damit lasst sich nicht sinnvoll arbeiten.

Das inverse Wurzelkriterium bezieht sich fiir gerade Koeffizienten k auf eine sinnvolle Folge:

1
= lim = lim Vk! =0 (fiir gerade k)

k—oo k ’ak’ k—oo k/1 k—so00
k

_Q‘H

Dies deutet auf einen Konvergenzradius von r = oo hin. Formal sauber lisst sich der Konver-

genzradius von
oo
= Z bi()
1=0

direkt mit dem Quotientenkriterium bestimmen. Es gilt:

8

T(x) =

=0

L)L 2042 (o
lim bis1 () = lim (=1) x (20)!
l—o00 bl({B) l—00 (2[ + 2)' . (_1>l C 2l
562

T i (20 2)(20+ 1)
Das Quotientenkriterium ist also unabhéngig von x € R erfiillt, d.h. » = co und K = R.

(iv) Als letztes Beispiel soll noch die (vollsténdige) MacLaurin-Reihe von f(z) = sin(z) um den
Entwicklungspunkt zg = 0 gefunden werden. Dies konnte analog zum vorherigen Beispiel
erfolgen, in dem k-te Ableitungen des Sinus betrachtet werden. Alternativ lasst sich per
summandenweise Differentiation aus der MacLaurin-Reihe des Kosinus berechnen. Es gilt:

. d d o - 2k—1
f(z) =sin(x) = e cos(z) = e kg kg 2k - x
i )k_l i L 2R+
2k — 11" 2k: + 1)!

k:l k:o

Der Konvergenzradius bleibt bei der Differentiation erhalten, dass es gilt r = co und K = R.

Bemerkung:

Bei Berechnung der MacLaurin-Reihe des Sinus wurden einerseits der Kosinus mit seiner
Reihenentwicklung T'(x) gleichgesetzt, andererseits wurde das Ergebnis wiederum mit dem
Sinus gleichgesetzt. Dies ist in der Tat moglich aufgrund des nachstehenden Satzes von Taylor:

Satz 2.12 (Satz von Taylor)
Sei zg € R,n € Ny und f eine Funktion, die in der Umgebung von x
(n + 1)-mal stetig differenzierbar ist, sowie 7, das Taylor-Polynom vom Grad n von f um z.

1. Es gibt eine Zahl z zwischen z und zg, so dass fiir das so genannte Taylor-Restglied R, (z),
d.h. den ,,Approximationsfehler®, gilt:

£ ()
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2. Fiir alle z € K (Konvergenzbereich der Taylor-Reihe T von f um zp) mit
lim R,(z) =0
n—oo
gilt, dass die Funktion f fiir diese z-Werte durch die Taylor-Reihe dargestellt wird:
flx) =T(x)

Bemerkung: Fiir sehr viele (die ,allermeisten) Funktionen aus der Praxis, die eine Taylor-
Reihe besitzen, ist dies erfiillt[]

Beispiel 2.12 Folgende Tabelle zeigt wichtige MacLaurin-Reihen und ihre Konvergenzradien 7:

f(z) T(z) r
o
sin(z) 27(_1)k R S ST S S Y %)
(2]€+1)' - 3! 5! 7
k=0
— (=DF o 11 4_ 1,64
cos(x) 2 (2k)'$ — Ja?+ Lt — Fab L 00
k=0 ’
o0
1
e” Exk =l+z+ 42+ Fa3+Lat+... |0
k=0
o0
(—1)k+t 12,13 1.4
In(1+ x) — =r—5r°+32° — 32" £ ... 1
k=1
1 (@)
T kzoxk =l4z+224+23+24+... 1
o0
ok (_1)k+1$k L

Beispiel 2.13 In der folgenden Darstellung sind die Taylor-Polynome T3 bis Ty fiir die Funktion
f(z) = v/1+ z um den Entwicklungspunkt zp = 0 mit Konvergenzradius r = 1 gezeigt.

Y -

3+ T3 .7 T

+
E-% Ty(x) =1+ o

T 128

"Ein oft zitiertes Beispiel einer Funktlon f, deren Taylor-Reihe existiert, die aber nicht gegen die Ausgangsfunktion
konvergiert, lautet f(z) = exp (—=5) fiir z # 0 und f(0) = 0. Diese Funktion ist am Entwicklungspunkt zo = 0
beliebig oft differenzierbar, allerdlngs verschwinden simtliche Koeffizienten, d.h. ax = 0 fiir alle k¥ € Ny, sodass sich
die Nullfunktion als Taylor-Reihe ergibt. Somit gilt T'(z) = 0 # f(z) fiir alle z # 0.
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Beispiel 2.14 Zum Abschluss des Abschnitts zu Taylor-Reihen stehen noch drei (méglichst pra-
xisnahe) Anwendungen im Fokus.

(i) Frage: Wie berechnet ein Taschenrechner cos(1) = 0, 540302305 auf neun Nachkommastellen?

— Mithilfe von Taylor-Polynomen und dem Satz von Taylor! Es gilt (r = c0):

- 1 1 1
— _ 2 4
cos(z) = 2 Zakaj 1-— 3% + 2%~ %x +.
Also gilt:
1 1 1
D=l--t—— — +
cos(1) 2217 720
Das Restglied zur Ordnung k ist:
|f(k+1)(z) il
|R(x)| = |cos(x) — Tx(1)] = I "1 (fiir ein z zwischen z und 1)

Fiir = 1 und der Abschitzung |f*+D(2)| < 1 folgt:

1

[Re(1)] = | cos(1) = Ti(1)] < )

Die Fakultat ist eine sehr schnell anwachsende Funktion, sodass man schnell die kleinste
Ordnung & finden kann, mit der die gewiinschte Genauigkeit von 10719, d.h. neun Nachkom-
mastellen, erreicht wird:

(124+1)!'~0,6-10°, (134 1) ~8,7-10"°

Das bedeutet, dass ab k = 13 das Restglied klein genug wire, allerdings gilt fiir den Kosinus
(gerade Funktion) Tio(xz) = Ti3(z), weshalb auf den niichsthoheren geraden Grade k = 14
ausgewichen werden muss. Das zugehorige Taylor-Polynom

7 _1) l 1 5 .5612 IE14
P _ ki o T S
1a( Za’“"" 5 (20! 5" T T 1

ist also ausreichend, um cos(1) auf neun Nachkommastellen zu bestimmen:

1 1 1 1 1
N)=Pul)=1—-+-——=*=...+—— — = 40302
cos(1) 14(1) 2 + 5 120 + o1 14l 0, 540302305|868
Unterstrichen sind die Dezimalen| bis zur neunten Nachkommastelle, die mit dem korrekten
Ergebnis von cos(1) iibereinstimmen. Tatséchlich war die fiir k¥ = 14 genutzte Abschéitzung
|f5*T1(2)| < 1 nicht optimal, denn bereits das Taylor-Polynom Tis(z) fiihrt zu einer ausrei-
chenden Genauigkeit:
1 1 1

1
cos(1) ~ Pra(1) = 1= 5+ o = 755+ .. + 757 = 0,540302305/879 ...

Hingegen ist Pjo(x) nicht ausreichend, da

11 1 1
cos(1) ® Pro(1) = 1 — 5 + ¢ — 355 % — 15; = 0.540302303|791 ..

zu einer Abweichung an der neunten Nachkommastelle fiihrt.
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(i)

Bemerkung:

Fiir den Taschenrechner ist es ausreichend, den Kosinus im Bereich = € [0, 5] durch Taylor-
Polynome approximieren zu koénnen. Alle anderen x € R lassen sich durch Ausnutzung
von Symmetrie (S) oder 2m-Periodizitét (P) auf diesen Bereich bis zur ersten Nullstelle

zuriickfithren, etwa
cos(3) = cos (g +(3- g)> ® _ cos (g —(3- g)) — — cos(m — 3) = —0,989992496] . ..

Taylor-Reihen bzw. Taylor-Polynome kénnen bei der Berechnung von Grenzwerten hilfreich
sein. Zwei Beispiele sollen dies illustrieren:

—1
lim cos(x) _

?
x—0 :L‘2

Losung 1: Verwendung von L’Hospital (Typ 8)

lim cos(:r; —lun lim — sin(x) LH —cos(x) _ 1
z—0 x z—0 2z z—0 2 2
Losung 2: Nutzung der MacLaurin-Reihe von cos(x):
cos(z) —1 1 1,2 1 4 1 4
Bl S S ST S S |
22 22 < 2" T T "
_1 (i <—1>kx2k_1) RS
2 | !
z? \ = (2k)! — (2k)
o0
(=DM 5 L o1 o 1 4
= a2’ —ats
Z(2k+2)'x 2 " T 70"

Dabher folgt fiir den Grenzwert: lim ——5—=—=

z—0 (1}2 2
. 9 1
Im |z —2*In( 1+ — =7
x—0 xT

Losung 1: Verwendung von L’Hospital? — grundsétzlich moglich, aber aufwéindig!
Losung 2: Nutzung der MacLaurin-Reihe von In(1 4 ¢). Es ist » = 1, d.h. fiir alle |¢| < 1 gilt

> (—1)k+1 q2 q3
k=1

4
q
- —+...
4

Ist x grof genug (gesucht ist der Grenzwert fiir z — o0), dann ist ¢ := i < 1 erfiillt, also gilt:

1 L (=DFL N 1 1 1
m(1+-)=S "2 () == 4+ —— &+
n( +:c> kZ:l k x z 22 358 4d

Fiir x gro8 genug (z — oo) folgt insgesamt:

k=1
[oe] 71)]{;4_1 1 k+2 oo (71)14; 1 k42
=256 25 6)
k=1 k=2
D VR B I
T2 ht2\z) T2 3 a2 T



(i)

z—0

1 1
Damit ergibt sich fiir den Grenzwert: lim {x —2%In <1 + ﬂ =3 v
x

Bestimmten Integrale f; f(x)dz konnen mittels Taylor-Approximation néherungsweise be-
rechnet werden. Dieses Verfahren kommt vor allem dann zum Einsatz, wenn die Stammfunk-
tion sehr schwierig oder gar nicht berechnet werden kann.

Fiir die reelle Funktion f(x) = exp(az?) kann fiir @ # 0 keine analytische Stammfunktion
angegeben werden. Fiir die ndherungsweise Bestimmung von

1
I:/ exp(—z?) dz
0

werden daher Taylor-Approximationen des Integranden herangezogen. Mithilfe der MacLaurin-
Reihe der Exponentialfunktion (r = oo)

14 Lo 13
exp(q)zzgq :1+q+§q +6q +...
k=0 "

ergibt sich mit ¢ := —z? folgende Reihendarstellung:

exp(—a?) = 3

k=0

| —

1 1
'(—332)’“:1—:52—1—5;34—6:1:6:&...

™

Mit den Taylor-Polynomen 15, Ty, Tg erhélt man als Taylor-Ndaherungen fiir das Integral I:

=0,6666. ..

2
3
! ! 5 1y 23
I~ = Ty(z)dx = 1—2+ -z d$:%:0,1666...
0 0

I~ /1T()d /1<1 24 gt 16>d 26 _ 0, 7428
~ Ig = glxr)dr = -z - — = r=_——=0,7428...
0 0 2 6 35

Der tatséichliche Wert des Integrals lautet I = 0,746824 .. .. In den obigen Ergebnissen sind
die Dezimalen unterstrichen, sofern sie mit denen des tatsédchlichen Werts iibereinstimmen. Je
hoher der Grad n des approximierenden Polynoms ist, umso besser ist die Ubereinstimmung
zwischen dem tatséchlichen Integralwert I und dessen Taylor-Nédherung I,,.
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2.3 Fourier-Reihen

Im vorherigen Kapitel konnten (bestimmte) Funktionen lokal approximiert werden durch Taylor-
Polynome/Taylor-Reihen:

0o n) (g oo
=> Lz — @) = > an(x — z0)"
n=0 n=0

In diesem Kapitel mochte man (bestimmte) Funktionen global approximieren durch so genannte
trigonometrische Polynome/Fourier-Reihen:

oo
+ Z an cos(nwz) + by, sin(nwz))

n=1

_ %0
2

Dabei sind @ = (agp, a1, az,...) und b= (bo, b1, ba, . . .) die Entwicklungskoeffizienten (vgl. bei Taylor
mit a, = 3 £ (20)).

Die Darstellung entspricht einer Zerlegung von f in harmonische Grundschwingungen (n = 1) sowie
Oberschwingungen (n > 2):

— Grundschwingungen: cos(wz) und sin(wz)
— Oberschwingungen: cos(2wx), sin(2wx), cos(3wx), sin(3wx), ...

Das Zusammensetzen der Funktion f aus den Entwicklungskoeffizienten @ und b bezeichnet man
als Fourier-Synthese. Die umgekehrte Richtung, also die Bestimmung der Koeffizienten fiir eine
gegebene Funktion f bezeichnet man als Fourier-Analyse.

Fourier-Analyse

Fourier-Synthese

Beispiel 2.15 Es seien die ersten Fourier-Koeffizienten gegeben durch

@=(0,4,03,-1,0,...) und b=(0,1-1,00-2,..)

Alle anderen Koeffizienten verschwinden, d.h. a,, = b, = 0 fiir alle n > 6. Die Fourier-Synthese fiir
w = 1 ergibt sich als Summe von je drei Kosinus- sowie drei Sinus-Funktionen.

f(x)
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Wichtige Fakten zu periodischen Funktionen

1. Die Definition 1.15 aus der Vorlesung ,Ingenieurmathematik 1 enthélt: f : R — R heift
periodisch mit Periode p > 0, falls fiir alle z € R gilt: f(x + p) = f(z).
Man sagt auch, dass f p-periodisch ist.

2. Folgende Eigenschaften gelten fiir p-periodische Funktionen:

i) Behauptung: Ist f p-periodisch, so ist f auch (n - p)-periodisch fiir alle n € N.
Begriindung: Eine wiederholte Nutzung der p-Periodizitit von f ergibt:

flx+n-p)=flxz+n—-1) p+p)
=flx+(n—-1)-p)=flz+(n—-2)-p+p)
=flx+(n—-2)-p)=flx+(n—-3)-p+p)

ii) Behauptung: Linearkombinationen von p-periodischen Funktionen sind p-periodisch.

Begriindung: Sind fi, ... f, p-periodische Funktionen (P) und Aq,..., A\, € R, so ist die
Linearkombination f gegeben durch

F@) =" Mefel)
k=1
Diese ist p-periodisch, denn

fa+p) =3 Mfule+9) C S Nfila) = f2) v
k=1 k=1

3. Beziiglich Festlegung von periodischen Funktionen gilt ferner:

i) Behauptung: Eine p-periodische Funktion f ist durch die Werte auf einem beliebigen
Intervall der Lange p bereits festgelegt.

Insbesondere lisst sich eine auf [0, p) definierte Funktion f in eindeutiger Weise auf eine
p-periodische Funktion f : R — R fortsetzen. Diese wird als periodische Fortsetzung
von f bezeichnet.

Begriindung: Ist fiir a € R und p > 0 die Funkti
sich jedes = € R eindeutig zerlegen in

f:la,a+p) — R gegeben, so lisst

r=xp+n-p
fiir ein n € Z und z¢ € [a,a + p). Dadurch definiert sich die periodische Fortsetzung als
fiR=R, z=z0+n-p— f(z):= f(x0)

Beispiel 2.16 Betrachte die (eingeschrinkte) Betragsfunktion f : |

f(z) = |z|. Es ist a = —1 in obiger Schreibweise sowie p = 2.
_ f(z)
Die periodische Fortsetzung f : R — , 1
R ist f(z) = f(zo) fiir die eindeutige BN, ’
Zerlegung © = xg + n - 2. % Tyt % %
-3 -2 -1 8 1
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Zur Ilustration ergeben sich folgende Auswertungen der periodischen Fortsetzung:
f(2)=f(0)=0,denn2=0+1-2
f)=f(-1)=1,denn1=—-1+1-2
f(=3)=f(-1)=1,denn2=-1-1-2

ii)) Behauptung: Ist f eine p-periodische Funktion, dann ist das Integral iiber jedes Intervall
der Lénge p identisch, d.h. fiir jedes a € R gilt:

I:/Opf(a:)dx: /aa+pf(a:)d:r

Begriindung;:

_ f(x)
In nebenstehender Skizze fillt aufgrund der
verschobenen unteren Integrationsgrenze ein 2
Fléchenabschnitt weg (©), der aber aufgrund der
verschobenen oberen Integrationsgrenze und der 1
Periodizitdt von f exakt kompensiert wird ().

Die bestimmten Integrale sind also gleich. B x
0 a P a+p 2p

4. Es gelten fiir k,1 € N und p > 0 die nachstehenden Integralidentitéten (w := ?):

P
i) / cos(kwz) sin(lwz) dx =0
0

9 [P
ii) p / cos(kwz) cos(lwz) dx = dx;
0
9 [P
ii) — / sin(kwx) sin(lwz) dz = oy
P Jo
In der Notation wurde das Kronecker-Delta J;; genutzt mit dy; = { (1)’ EZE: ]/j: f ; .

Bemerkung:

e Die Funktionen cos(kwx) und sin(kwz) in den Integranden der Integralidentitéiten sind
fiir alle & € N p-periodische Funktionen. Daher kann anstelle des Intervalls [0, p] auch
p D p 3p

iiber das Intervall [-5, Z] oder [—], 7] oder jedes andere Intervall der Lange p integriert

werden.

e Die angegebenen Integralidentititen konnen aus den Ergebnissen aus Aufgabe 4 des
Projekts mit Hilfe der Substitution y = wx gefolgert werden.
Beispielsweise erhéilt man aus dem Projekt fiir

1 ™
I= / cos(ky) cos(ky) dy = opy
™

—T

aufgrund der 27-Periodizitdt des Integranden und der obigen Substitution:

1 27
I=— / cos(ky) cos(ly)dy  (Subst: y = wx,dy = wdz)
0

™

P
= ;/ cos(kwx) cos(lwx)dzr = 0 v
0
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Geriistet mit den notwendigen Werkzeugen zur Arbeit mit periodischen Funktionen stellt sich als
néchster Schritt die zentrale Frage der Fourier-Analyse:

Wie lassen sie die Koeffizienten d, b aus einer gegebene Funktion f bestimmen?

Zur Motivation der nachstehenden allgemeinen Definition von a, und b, betrachte das folgende
Beispiel einer p-periodischen Funktion f : R — R, deren Koeffizienten fiir gegebene Konstanten

A, B,C € R direkt abzulesen sind (wieder w = 27”):

A
f(z) = 3T B cos(4wx) + C'sin(3wz)
Es ergibt sich direkt

(A4,0,0,0,B,0,...) dh.ag=A,a4=DB
(0,0,0,C,0,...) dh.by=C

a=
b=

wihrend alle anderen Koeffizienten verschwinden. Die Frage ist, wie sich mit einem allgemeinen
Verfahren, diese Koeffizienten bestimmen lassen.

Idee: Man konnte fiir ein n € Ny die Funktion mit einem zusétzlichen Faktor cos(nwz) iiber eine
volle Periode p integrieren. Angewandt auf das betrachtete Beispiel erhélt man:

P
:>/ f(z) cos(nwzx) dz
0
P A P P
:/ 2cos(nwp)d:t:—k/ B cos(4wz) cos(nwp) dx+/ C'sin(3wz) cos(nwp) dx
0 0 0

Man findet fiir die drei Integrale elementar oder mithilfe der Integralidentitdten fiir periodische
Funktionen:

1. Integral
P A A-L fallsn=0
/o 5 cos(nwz) dzx { 0, fallsn#0
2. Integral
» B-E, fallsn=4
— 20
/0 B cos(4wz) cos(nwz) dox = { 0, falls n £ 4
3. Integral

P
/ C'sin(3wz) cos(nwzx) dx =0
0

Der Integralwert ergibt sich sofort aus der ungeraden Symmetrie des Integranden sin(3wzx) cos(nwz).

Ergebnisse der Idee: Im ersten und zweiten Integral lassen sich A (fiir n = 0) sowie B (fiir n = 4)
mithilfe des zusétzlichen Faktors cos(nwx) aus f ,herausfiltern“. Bis auf einen Faktor £ liefern die
Integrale die gesuchten Koeffizienten ag und a4. Allerdings lasst sich mit dieser Idee keine Aussagen
iiber die b, treffen, wie im dritten Integral exemplarisch gezeigt.

Eine weitere Idee: Man konnte fiir ein n € Ny die Funktion mit einem zusétzlichen Faktor sin(nwz)
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tiber eine volle Periode p integrieren. Angewandt auf das betrachtete Beispiel erhélt man:
P
:>/ f(x) sin(nwx) dz
0

P A P P

= / 5 sin(nwp) dz + / B cos(4wz) sin(nwp) dz + / C'sin(3wz) sin(nwp) dz
0 0 0

Dieses Mal erhélt man aufgrund der ungeraden Symmetrie der Integranden einen Integralwert von

Null fiir die ersten beiden Summanden. Fiir den letzten Summanden gilt:

4. Integral

» C-2, fallsn=3
. : f— 2 ’
/0 C'sin(3wz) sin(nwz) dz = { 0, fallsn#3

Ergebnisse der weiteren Idee: Mithilfe des zusitzlichen Faktor sin(nwz) ldsst sich auch C (fiir
n = 3) aus f ,herausfiltern“. Wieder liefert das Integral bis auf einen Faktor £ den gesuchten
Koeffizienten bs. Dieses Mal lésst sich aber keine Aussagen iiber die a,, treffen.

Definition 2.13 Sei f : R — R eine periodische Funktion mit Periodenlédnge p > 0, die auf [0, p]
integrierbar ist. Ferner sei w := 2?”.
Dann nennt man fiir n € Ny die Zahlen a,, b, € R mit

D D
/ f(x)cos(nwz)dzr und by, = / f(z) sin(nwzx) dz
0 0

’B\l\D
’B\I\D

die Fourier-Koeffizienten von f (stets mit by = 0). Die mit den Fourier-Koeffizienten von f
gebildete Funktionenreihe

_
2

o
+ Z an cos(nwz) + by, sin(nwz))
n=1

heifit Fourier-Reihe von f. Thre ersten Summanden lauten

F(z) = % + ay cos(wz) + by sin(wz) + ag cos(2wz) + be sin(2wz) + ...

Fiir n € N werden die Partialsummen (Fourier-Approximationen)

F.(z) = % + Z(ak cos(kwx) + by sin(kwz))
k=1

als trigonometrische Polynome vom Grad n bezeichnet.

Beispiel 2.17 Gesucht ist die Fourier-Reihe (d.h. die Entwicklungskoeffizienten @, ¢') der periodi-
schen Fortsetzung f von f:[0,2) — R mit

(@) = xz, fallsz € [0,1] f(x)
1 0, fallsz e (1,2) . o1 )
= f ist periodisch mit Periode p = 2, V/’/ . // . ‘ V,’/ . o
also gilt w = 7. 4 3 2 1 (‘) 1 2 3 4
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Fiir n # 0 ergibt sich mithilfe der Substitution y = nmwx:

an = g/op f(x) cos(nwzx) dz

2 1
:/ f(x) cos(nmz) dx :/ x cos(nmx) dx
0 0
1 nm

1) -1
:(7”7)2/0 yCOS(y)dy:(n)gﬁg:{ 027

e
Dabei wurde die Stammfunktion [ ycos(y)dy = ysin(y) + cos(y) + ¢ verwendet.

falls n gerade
falls n ungerade

Fiir den die konstante Verschiebung der Fourier-Reihe relevanten Koeffizienten (n = 0) ergibt sich:

1 1
0 /0 ! ! 2

Ferner gilt immer by = 0 sowie fiir alle n # 0 mit einer analogen Rechnung:

p (7 : L (—1)
b, = 2/0 f(z) sin(nwz) dz = /0 rsin(nrr)de = ... = —
Damit erhélt man fiir die gesuchte Fourier-Reihe (w = ):
ap '
F(z) = 5 T ; (an cos(nmz) + by, sin(nmz))
nt1
R I R

Schreibt man die Entwicklungskoeffizienten explizit aus, so erhélt man
1 2 2 2
Q= 7)_7705_7707_73'”>
@ (2 2 972 2572
P ( 1 1 1 1 1 )
S\ 7w’ 207377 An’hr’
Die Fourier-Reihe ausgeschrieben bis zur vierten Oberschwingung (n = 5) lautet:

1 2 1
F(z) = 1 cos(mz) + - sin(mz)

+0 L (2mz)
— —sin(27x
2T

2 1
~ 9.2 cos(3mz) + 3. sin(37x)

1
+0 - e sin(4mx)

2 1
~ 53 cos(bmz) + B sin(brz) £ ...
7r 7r

Das so genannte Fourier-Spektrum 0.5¢ an
kann aus dem Ergebnis der Fourier- .
Analyse erstellt werden (siehe rechts). %

Manchmal wird auch das Energie- 025

Spektrum (power spectrum) mit |a, |
und |b,|? gezeigt, da dieses direk-
te Informationen iiber die in einer
(Ober)schwingung enthaltenen Energie
enthalt.

0,06

. I

—0.25+
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Satz 2.14 (Rechentechnik fiir Fourier-Reihen)
Es sei f: R — R eine p-periodische Funktion mit p > 0 und w = <<,

¥

—

1. Zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten a,, b, (n € Ny
der Linge p verwendet werden.

kann ein beliebiges Intervall

Bemerkung: Oft wird iiber [0, p] oder [—&, £] integriert.

2. Ist f gerade (achsensymmetrisch zur y-Achse, d.h. f(—z) = f(z)), dann gilt vereinfachend
fiir die Fourier-Koeffizienten:

IS}

3
4
an = /f(x) cos(nwz)dx und b, =0 (fiir alle n € Np)
p
0

3. Ist f ungerade, (punktsymmetrisch zum Ursprung, d.h. f(—z) = —f(x)), dann gilt verein-
fachend fiir die Fourier-Koeffizienten:

I3

3
4
ap=0 und b, = p / f(x)sin(nwx)dz  (fiir alle n € Np)
0

Begriindungen der Rechentechniken:

ad 1. Da fiir p-periodische f die beiden Funktion cos(nwz) und sin(nwz) fiiir alle n € Ny wieder
p-periodisch sind, kann das Faktum 3.ii) iiber periodische Funktionen angewandt werden.

ad 2. Ist f gerade, so ist das Produkt f(x)sin(nwx) fiir alle n € Ny eine ungerade Funktion, also:

by, = 2/10 f(z) sin(nwz) dae = 2 : f(z)sin(nwz) de =0 Vv
! PJo p —

ungerade Funktion

[NJiS)

Ferner ist dann das Produkt f(z)cos(nwz) fiir alle n € Ny eine gerade Funktion, also:

ap = i/opf(x) cos(nwz) dx = ]29/25 f(x) cos(nwz) dx = ;1)/02 f(x)) cos(nwz)dz Vv

gerade Funktion

ad 3. Die Rechentechnik fiir ungerade Funktionen begriindet sich analog zur Rechentechnik fiir
gerade Funktionen: Ist f ungerade, so ist fiir alle n € Ny das Produkt f(z)sin(nwz) gerade
und das Produkt f(x)cos(nwz) ungerade. Aus letzterem folgt insbesondere a,, = 0.

Satz 2.15 (Konvergenz von Fourier-Reihen)
Ist f: R — R eine p-periodische Funktion mit p > 0, sodass gilt:

f ist auf [0, p] bis auf endlich viele Ausnahmestellen stetig differenzierbar und in jedem der endlich
vielen Ausnahmestellen existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte von f und f’.

Dann konvergiert die Fourier-Reihe F' von f in jedem Punkt z € R mit

1

Flw) = 5(f@) + 1)),

wobei f(z7) bzw. f(z™) den links- bzw. rechtsseitigen Grenzwert von f an der Stelle 2 bezeichnet.
Insbesondere gilt f(x) = F(x) fiir alle Stetigkeitsstellen z € R.
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Bemerkungen

e Die Voraussetzungen aus dem Satz beschreiben Funktionen, die man stiickweise stetig
differenzierbar nennt. Zuléssig sind Unstetigkeitsstellen mit endlicher Sprunghthe, Knicke,
aber keine Pole.

e Die Funktion f wird an den Stellen, an denen sie stetig ist, durch ihre Fourier-Reihe dar-
gestellt. An den Unstetigkeitsstellen konvergiert ihre Fourier-Reihe gegen das arithmetische
Mittel des links- sowie rechtsseiten Grenzwertes an dieser Stelle. Dies entspricht gerade der
halben Sprunghdhe.

Beispiel 2.18 Man betrachte erneut das vorherigen Beispiels der periodischen Fortsetzung f von
f:00,2) = Rmit f(z) =2 fiir x € [0,1] und f(z) =0 fur z € (1,2).

Die periodische Fortsetzung f ist in einer vollen Periode [0, p] = [0, 2] iiberall stetig, ausgenommen
fir z = 1. Die Unstetigkeitsstellen bilden die Menge U := {x = 1+ 2n|n € Z}. Fir alle x € U
existiert ein endlicher Sprung von 1 auf 0, d.h. die Fourier-Reihe der Funktion f konvergiert gegen
die reelle Funktion F': R — R mit

[ f(z), fallsz ¢ U
F(x)_{ 1 fallszeU

Der Funktionswert an den Unstetigkeitsstellen « € U ergibt sich als halbe Sprunghche:

1,2 - 1 1
Beispiel 2.19 Als abschlielendes Beispiel der (globalen) Konvergenz von Fourier-Reihen und ei-
nem Vergleich mit der (lokalen) Konvergenz von Taylor-Reihen betrachte man die 27-periodische

Funktion fR — R, welche gegeben ist durch

@) = 1 —cos(z), falls —m<x<0
| cos(z)—1, fallsO<z<m

In nachstehenden Plots sind die Fourier-Approximationen F; und F5 gezeigt; eine detaillierte Be-
rechnung ist in den Ubungsaufgaben enthalten. Es lisst sich dabei in der Nihe der Unstetig-
keitsstellen das so genannte Gibbs’sche Phéinomerﬁ beobachten: Die Fourier-Approximationen
besitzen in der Nihe von Unstetigkeitsstellen eine Uberschwingung von ca. 18% der Sprunghéohe.
Diese Uberschwingung bleibt fiir simtliche Partialsummen F}, erhalten und verschwindet erst fiir
fiir n — oo in der vollstdndigen Fourier-Reihe F'.

8Fiir eine mathematische Diskussion sei auf die entsprechende Literatur verwiesen.
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Im Vergleich mit Taylor-Approximationen zeigen sich die Unterschiede zwischen einer globalen
sowie einer lokalen Naherung. In den beiden nachstehenden Plots sind die Taylor-Polynome T5
sowie Ty um den Entwicklungspunkt xy = 0 gezeigt. Die lokale Informationen {iber Funktionswert,
Ableitung, etc. direkt am Entwicklungspunkt ermoglicht eine sich verbessernde Approximation nur
im engen Umfeld x € (—m, 7). Auflerhalb dieses Bereichs kann die Funktion f mithilfe von Taylor-
Polynomen nicht dargestellt werden.

Anwendungen von Fourier-Reihen

Es existieren duflerst viele Anwendungsgebiete von Fourier-Reihen bzw. der noch etwas allgemeine-
ren mathematischen Disziplin der Fourier-Analysis (nicht zu verwechseln mit Fourier-Analyse). Eine
adédquate Behandlung dieser Thematik befindet sich aulerhalb der Moglichkeiten dieser einfithrenden
Vorlesung. Neben der allgegenwértigen Digitaltechnik, wozu Telefonate unter Nutzung von VolP
(Voice over IP) unterschiedlichster Anbieter als auch géngige Medienformate wie MP3 oder JPEG
gehoren, konnen viele Fragestellungen aus der Elektrotechnik (z.B. Beschreibung von Hochpass
oder Tiefpass) mithilfe von Methoden der Fourier-Analysis untersucht und beschrieben werden.

Konkret betrachte man folgendes Beispiel zur Entrauschung von Signalen. Das in Panel (a) gezeigt
Signal ist verrauscht, was sich im Fourier-Spektrum in Panel (b) durch eine Vielzahl von klei-
nen Beitrigen auch hoher Frequenzen nw zeigt. Das wesentliche Signal hingegen ist durch wenige
Frequenzen (a, und b, fiir n < 3) gegeben.

f(z) — |b,|
]
| T
J':;'I‘ EEAPER AR Lt [ 1 o] ity i it '-I.-v'.. n
123
(a) Verrauschtes Inputsignal (b) Fourier-Spektrum des Inputs
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Beschrankt man sich auf diese wenigen Frequenzen und schneidet hohere Frequenzen ab, so erhilt
man das in Panel (d) gezeigte Fourier-Spektrum. Dessen Fourier-Synthese ist in Panel (c) zusétzlich
zum verrauschten Inputsignal gezeigt. Die wesentliche Form des Signals kann damit beschrieben
werden, storendes Rauschen durch hohe Frequenzen sind nicht mehr vorhanden. In der Elektro-
technik l&sst ldsst sich ein solches Abschneiden hoher Frequenzen durch einen analogen Tiefpass in
sehr guter Ndherung realisieren.

_|bn|

[

123

(c) Entrauschtes Outputsignal (d) Fourier-Spektrum des Outputs

‘Bemerkungen zu Fourier-Reihen im Komplexen‘

In der Literatur findet man anstelle von zwei Folgen von Entwicklungskoeffizienten a,, € R und
b, € R (n € Npy) hiufig komplexe Koeffizienten ¢,, € C (n € Z). Diese finden sich nicht nur in
der reinen Mathematik sondern auch in angewandten Disziplinen wieder, da sie eine elegante und
kurze Darstellung von Fourier-Reihen erméglichen.

Fiir eine p-periodische Funktion f : R — R sind sie definiert als (w = 2?“):

1 P —inw
en=— [ flx)""™*dx
P Jo

Erinnert man sich fiir allgemeines z € C an die Berechnung von Real- und Imaginérteil via

Re(z) = %(z +2*) und Im(z) = %(z —2%)

1 P
Re(ey,) = P/o f(z)-
= 1/0 f(x) - cos(nwz) dx = %an
tm(en) = 1 [ ) g5 = ) o

D . 1
/ f(z) - (—sin(nwz)) dz = —§bn

so erhilt man:

1 (efinw:v + €+inwx) dz

O |
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Insgesamt lassen sich die komplexen Fourier-Koeffizienten zerlegen in einen Real- und Imaginérteil,
die jeweils nur von den zuvor eingefithrten Entwicklungskoeffizienten a,, bzw. b,, abhéngen:

1 .
cn = Re(ep) +ilm(ey,) = §an — %bn

Sind die (komplexen) Fourier-Koeffizienten bekannt, so berechnet sich die Fourier-Reihe als

HJ) _ Z cneinwx

neZ

Diese Darstellung wird oft als kurz und elegant betrachtet, da im Gegensatz zur Darstellung mittels
a, und by, nicht explizit zwischen z-unabhéngigem Summand % und den beiden separaten Summen
der cos(-) und sin(-) in der Notation unterschieden werden muss. Wie nachstehende Rechnung
zeigt, sind die Darstellungen aber in der Tat identisch:

o

F(l’) — Z Cneinw:p =co+ Z (cneinwx + c_nefinwx)
neZ n=1
o
= + Z (cos(nwz) + isin(nwz)) + c—y (cos(nwz) — isin(nwz))]
n=1

+Z an cos(nwx) + by sin(nwz)) v

n=1

%o
2
Dabei wurden im letzten Schritt die Koeffizienten ¢, und c_, in Real- und Imaginérteil expli-

zit ausgeschrieben und zum Endergebnis zusammengefasst. Dieses ist genau die Darstellung der
Fourier-Reihen wie sie fiir die reellen Koeffizienten a,, und b,, eingefiihrt worden sind.
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3 Differentialrechnung mehrerer Verdnderlicher

3.1 Funktionen mehrerer Verianderlicher

Definition 3.1 Eine reellwertige Funktion f mit n Variablen (Verinderlichen) ist eine
Vorschrift, die jedem n-Tupel Z = (x1,...,2z,) € D genau eine reelle Zahl y zuordnet. Dabei ist
D C R™ der Definitionsbereich von f.

Dieses so genannte Skalarfeld schreibt man als:

f: D — R
Z=(x1,...,2p) = y=f(@)=f(x1,...,2p)
oder
y=f(z1,...,20n), (z1,...,20) €D
Es ist

W= {f(z1,...,2n) | (21,...,7,) € D} CR
die Wertemenge (oder das Bild) von f und

G = {(z1,- - 2, f@1,. . 20)) | (21, 20) € DY C R

der Graph von f.

Sind die Funktionswerte Vektoren des R™, dann spricht man von vektorwertigen Funktionen
oder Vektorfeldern:

I D — RrR™
fl(xl,...,a:n)

T=(x1,...,2p) — y= :
(1, .o )

Die Komponenten von f(Z) sind dabei Skalarfelder auf D. Fiir den Graph eines Vektorfelds gilt
G C R™™,

Zur Illustration

1) reelle Funktion einer Variablen t
f:DCR—R f —y=[f(2)
2) reelle Funktion mehrerer Variablen Ils-es
f:DCR"® =R (Skalarfeld) f ——y=f(z1,...,20)
Ti, ..., Ty
3) vektorwertige Funktion mehrerer Variablen) fi(ze, ... )
f:DCR" 5 R™ (Vektorfeld) f | ——v=

fm(a:h....,xn)

Es gibt verschiedene Moglichkeiten der Darstellung fiir Funktionen mehrerer Verédnderlicher:

e analytisch: explizit, implizit, Parameterdarstellung (siehe nachstehende Details)
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e tabellarisch: Darstellung nicht vollstdndig, wenn D kontinuierlich oder unendlich

e graphisch: mit 3D-Plots sind Skalarfelder von zwei Variablen sowie mit 4D-Plots (zeitlich
verdnderlicher Plot — Film) von drei Variablen moglich. Ferner lassen sich Vektorfelder in
R? oder R? mittels Vektorpfeile auf einem Gitter darstellen. Dariiber hinaus besteht die
Moglichkeit der Farbcodierung (vgl. Darstellung der Graphen komplexer Funktion g : C — C).

Bemerkung zur analytischen Darstellung

1. explizite Darstellung

Y

4 +4
Bei einer expliziten Darstellung ist die Funktions- 3T
gleichung nach der abhéngigen Variable aufgelost:
z.B. z = f(x,y) = \/y — 2 mit maximalem Defi- Jir
nitionsbereich D = {(z,y) € R? |y > 2} 14

x
-2 -1 0 12

2. implizite Darstellung

Bei einer impliziten Darstellung ist der Zusammenhang zwischen den Variablen durch eine
Gleichung F(z1,...,2,,y) = 0 gegeben, z.B.

Flz,y,2)=2*—222 —y* —1=0 firz2<0DCR?

ist eine implizite Darstellung zwischen den unabhiingigen Variablen (z,y) € R? und der
abhéngigen Variable z < 0. Es ist in diesem Fall mo6glich, die implizite Darstellung in eine

z=—y222+yt+1

explizite umzuschreiben:

3. Parameterdarstellung

Bei der Diskussion von Bogenldngen in Ka-
pitel [I] sind Raumkurven als spezielle Pa-
rametrisierungen einer unabhéngigen Varia-
blen eingefiihrt worden. In einer Parameter- ——
darstellungen wird dies verallgemeinert, z.B. |
fiir

x=z(u,v), y=yu,v), z=zu,v)

mit Parametern (u,v) € P = [3,8] x [0,47]
und c N |
. v o

x =usin(v), y=wucos(v), z= 5

Bezeichnungen (Nomenklatur)

e Fiir ein konstantes ¢ € R bilden fiir ein Skalarfeld f die Losungen von f(x1,...,z,) = ¢ so
genannte Hohenlinien (Isohypsen). Fiir den speziellen Fall n = 2 wird dies z.B. auf Wan-
derkarten zur Angabe des Hohenprofils oder bei Wetterkarten zur Angababe von Isobaren
angewendet.
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z.B. f:]0,1)? = R mit f(z,y) = zy
Fiir ¢ > 0, z > 0 gilt: 1 oc—1

fey)=c & y=1

1/2
Fiir ¢ = 0 sind die Achsen die Hohenlinien, da /

-y =0 fiir x =0 oder y = 0 erfiillt ist.

Ol== Nl

Fiir ¢ = 1 besteht die Hohenlinie aus einem ein-
zigen Punkt. Fiir ¢ < 0 oder ¢ > 1 gibt es keine 0
Hohenlinien.

Teilmengen des R? der Form
{(z,y,2) e R*| F(z,y,2) = 0}

bzw.
{(2(u,v), y(u,v), 2(u,v)) € R*| (u,v) € P C R*}
nennt man Flichen. Beispiele sind Kugeloberflichen, einhiillende Flachen, etc.

Die spezielle Fliche x = w, y = v, z = f(u,v) stellt den Funktionsgraphen von f mit
z = f(z,y) dar.

Beispiel 3.1

(i)

(i)

Wie lauten die Hohenlinien einer Halbkugel mit Radius rg > 07

Dazu betrachtet man z = f(x,y) = /7§ — z? — y? und den maximalen Definitionsbereich
D = {(z,y) € R?|2® +y* <1}

Sucht man Hohenlinien, so ist fiir konstantes ¢ € R

Y
f(z,y) =¢, also \/mzczo
<:>T(2)—.’E2—y2:c2 D

®m2+y2:r§—02

Also gibt es Hohenlinien fiir alle ¢ € [0,7¢]. Sie be- —T0
schreiben im Definitionsbereich D konzentrische Kreise

um die Null mit Radius r = /73 — ¢2. Mit gréBer wer-

dendem c¢ wird der Radius der zugehorigen Hohenlinie

kleiner. Die Hohenlinie zu ¢ = ry besteht einzig aus —7r
dem Punkt (0,0).

75\

72

Alternativ ldasst sich das letzte Beispiel der Halbkugel durch Polarkoordinaten beschreiben.
Von den den komplexen Zahlen ist bekannt, dass

Coz=x+iy=r-e¥

mit 7 > 0 und ¢ € [0, 27) geschrieben werden kann. Die Halbkugel z = f(z,y) = \/r§ — 22 — y?
ist nur eine unktion des Radius r = y/x?2 + y2, nicht aber des Winkels. Es ergibt sich eine so
genannte radiale Symmetrie.

Daher lisst sich f(z,y) durch eine neue Funktion g : D C R? — R besser (d.h. einfacher)

beschreiben:

z=g(r,p) = /15 —1?
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wobei ¢ in der expliziten Darstellung von ¢ nicht auftritt. Der maximale Definitionsbereich
von g ist D = [0, 7] x [0, 27).
Die Hohenlinien in dieser Darstellung lauten

¥
g(r,p) =c, alsoy/r3—r2=c>0

2
eri—rt=c R i B

er=4/rd—c D
Auch mit diesem Ansatz in Polarkoordinaten gibt
es Hohenlinien fiir ¢ € [0,7¢]. Sie sind unabhéngig
von der zweiten Variable ¢, d.h. sie beschreiben
im Definitionsbereich D senkrechte Linien. Mit o |
grofler werdendem c¢ verschieben sich dir Linien
weiter nach rechts.

Bemerkung: Die Wahl geeigneter Koordinaten kann die Bearbeitung von Problemstellungen
erheblich vereinfachen!

3.2 Partielle Ableitung und Tangentialebene

Definition 3.2 Essei f: D C R? - R, (z,y) — f(z,y) eine Funktion mit zwei Variablen.
Die partiellen Ableitungen (1. Ordnung) von f nach x bzw. y an der Stelle (xg,yp) € D sind
definiert als

fa(z0,40) = gi(wo,yo) = lim f(zo + h,yo})l — fzo,m0)

bzw.

fy(wo,y0) = gi(flfo,yg) = lim f(o,yo + h})L — f(z0,%0)

wenn die entsprechenden Grenzwerte existieren.
Bemerkungen

1. Die partiellen Ableitungen geben die Tangentensteigung in z- bzw. y-Richtung an:

fz(20,yo) ist die Steigung der Tangente ¢, an den Graphen von f im Punkt (zg, yo, f(x0,v0)) €
R3 in z-Richtung:
to(z) = f(z0,y0) + fa(x0,y0) - (x — 20)

fy(xo, yo) ist die Steigung der Tangente ¢, an den Graphen von f im Punkt (zo, yo, f(z0,%0)) €
R3 in y-Richtung:
ty(y) = f(zo,y0) + fy(z0,y0) - (¥ — vo)

2. Zur Berechnung von partiellen Ableitungen hélt man eine Variable fest, wihrend man nach
der anderen wie gewohnt ableitet (siehe nachstehende Beispiele).

(i) Fir f(z,y) = 2% + y* + 4y gilt:

0
fo(z,y) = C%(ﬂ:,y) =2r +4y

0
fylz,y) = a‘g(ﬂf,y) = 3y° +4x
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(i) Fiir f(xz,y) = eV ¥ gilt:

0 2
fol,y) = afi(%w _ VEy 2\1/5
0

fy(z,y) = 85 (z,y) = V=¥ . (~2y)

(iii) Insbesondere verschwinden partielle Ableitungen nach Variablen, die in der Funktion
nicht auftreten:

8656 (arctan(\/y + %) +In(y)) =0

. Zur Verallgemeinerung der partiellen Ableitung:
Betrachte ein n-dimensionales Skalarfeld f : D C R™ — R mit

T=(21,...,20) — 2= f(x1,...,20)

Die partielle Ableitung nach der i-ten Variable wird berechnet, indem alle anderen Variablen
festgehalten werden und nach z; wie gewohnt die Ableitung gebildet wird. Man schreibt

fo; bzw. f; bzw. of
8131'
Zum Beispiel erhéalt man:
(i) a (z12223 — In(2122) + /T35 + 23) = 123 — S
8:132 ! T2
(ii) 92s (e””%‘m% (2x9 — IL‘3)) = %1175 (4xows — 2235 — 1)

. Erinnerung an Satz 5.2 aus der Vorlesung ,, Ingenieurmathematik 1“: Eine Funktion f: D C
R — R einer Variablen ist genau dann differenzierbar in zg € D, wenn f linear approximierbar
ist, d.h.

f(x) = f(wo) + f'(20) - (x — 20) + 7(2)

mit einer schnell abfallenden RestfunktionH r(z), fir die gilt: lim ri@)

T—=To0 T — X

=0.

Anschaulich bedeutet dies, dass f genau dann differenzierbar in zq ist, wenn der Graph von
fin (xo, f(x0)) € R? eine eindeutige Tangente besitzt.

Verallgemeinert man von einer Variable (D C R) auf zwei Variablen (D C R?) sowie n
Variablen (D C R"), so erhilt man als Interpretation:

Tangente (n=1)
— Tangentialebene (n=2)
— Tangentialraum (n€N)

9Fiir den Fall, dass f in zo eine Taylor-Reihe besitzt, lisst sich die Restfunktion wie folgt interpretieren:

= f® Zo / " 2 " 3
1@ =3 LoD (o a0}t = fa0) + 1 (w0) - (2~ 20) + & 1" @)@ — o) + 55" @)@ — o) + .
k=0

=r(z)

Fiir die Terme des Taylor-Polynoms zweiter und héherer Ordnung gilt in der Tat der geforderte Grenzwert:

lim @ _ lim (;f”(:co)(x —x0)' + %f’"(wo)(:ﬁ —z0)° + .. ) =0

x—xo0 T — T T—xT(Q
—0 —0
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Aus der verallgemeinerten Anschauung einer Tangente wird eine analoge Definition der (totalen)
Differenzierbarkeit im Folgenden eingefiihrt:

Definition 3.3 Eine Funktion f : D C R? — R,z = f(x,y) von zwei Variablen heifit (total)
differenzierbar in (z0, o), falls es a,b € R und eine Restfunktion r gibt, sodass gilt:

f(z,y) = f(wo,y0) + a(x — x0) + by — yo) +r(z,y)
mit einer stark abfallenden Restfunktion

=0
(z,y)—(z0,y0) \/(x —x0)? + (y — y0)?

Ist f differenzierbar in (zo,yo), dann ist mit a = fi(zo,v0), b = fy(zo, yo)

t(z,y) = f(z0,y0) + fu(x0,y0)(x — 0) + fy(w0,%0)(y — Yo)
die Funktionsgleichung der Tangentialebene an den Graphen von f in (zo, yo, f (0, %0)) € R3.

Anschaulich bedeutet dies, dass f genau dann (total) differenzierbar in (g, yo) ist, wenn der Graph
von f in (20,0, f(70,%0)) € R? eine eindeutige Tangentialebene besitzt.

Bemerkung: Die Forderung nach (totaler) Differenzierbarkeit ist stérker als die Forderung nach der
Existenz von partiellen Ableitungen.

Beispiel 3.2

(i) Betrachte das Paraboloid f: R? = R, z = f(x,y) = 22 + y>

An jeden Punkt (zo,%0, f(%0,%)) = (%0,y0,73 + y3) € R? lisst sich die Tangentialebene
mittels der partiellen Ableitungen gesucht:

a0, ) = o (z0,0) = 200

of
fy(x0,90) = yy(iﬂo,yo) = 2yo
Daraus folgt die Gleichung der Tangentialebene

t(.’E,y) = f(JUanO) + fx(u’UanO) : (17 - ‘TO) + fy(l‘07y0) : (y - ZUO)
= p + Y + 2zo(z — 20) + 240 - (¥ — o)

(ii) Fiir die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = cos(zy) + xy? lisst sich die Tangentialebene am
Punkt (20, y0) = (7, 3) bestimmen:

fe(w,y) = —sin(zy) -y + %yz = y(% — sin(xy))

fy(z,y) = —sin(zy) -z + zy = 2(y — sin(zy))

Ausgewertet am Punkt (zo,y0) = (7, 3) ist fo(7,3) = —2 und f, (7, ) = —Z. Daraus folgt
fiir die Gleichung der Tangentialebene:

t(z,y) = f(z0,y0) + fz(wo,v0) - (x — 20) + fy(0,y0) - (¥ — yo)

=T-3(@-m-3@y—3)
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(iii) Fiir f:R? - R mit 2 = f(z,y) = (22 — y — xy)e ? sind all die Punkte (x¢,yo) gesucht, fiir
die die Tangentialebene parallel zur z-y-Ebene liegt.
Die geometrische Bedingung der Parallelitét {ibersetzt sich in die analytische Bedingung, dass
die beiden ersten partiellen Ableitungen gleichzeitig verschwinden miissen: f(zo,yo) = 0 und

fy(x0,v0) = 0. Es gilt:

folz,y) = 2z —y)e ™ — (2* —y —ay)e * =ze (2 -z +y) =0
fyla,y) = (~1—2)e ™ L0

Aus der zweiten Bedingung ergibt sich sofort xp = —1, aus der ersten Bedingung folgt yg =
To—2=-3.

= Es gibt also genau einen Punkt (z¢,y0) = (—1,—3), fiir den die Tangentialebene an den
Graphen von f horizontal, d.h. parallel zur z-y-Ebene liegt.

3.3 Richtungsableitung und Gradient

Betrachte ein Skalarfeld f in zwei Variablen und einen Punkte (xg, o). Die
partiellen Ableitungen f, und f, an diesem Punkt zeigen an, wie sich der
Funktionswert f(xo,y0) in z- bzw. y-Richtung veréndert. Mit der Rich-
tungsableitung untersucht man die Frage, wie sich f(xg,yo) in eine belie-
bige Richtung ©' € R? veréindert.

Definition 3.4 Sei f : D C R? - R, 2z = f(x,y), ein Skalarfeld von zwei Variablen. Fiir

Uy
(z0,y0) € D definiert als

U= ( Uz ) € R? mit |¢] = 1 ist die Richtungsableitung von f in Richtung @ an der Stelle

o i o (@0 + P, yo + hy) — (o, o)
fo(zo,90) = 8*6(960,%) = lim, ; ,

falls der entsprechende Grenzwert existiert.
Bemerkungen

1. Fir v = €1 bzw. ¥ = é; gilt fy = f, baw. fz = f,, d.h. partielle Ableitungen sind besondere
Richtungsableitungen.

2. Fiir die reelle Funktion g(h) := f(xzo + hvg, yo + hvy) mit 0 € D, C R gilt: ¢'(0) = fz(xo, vo)-

3. Die Richtungsableitung fz(xo,yo) gibt die Steigung der Tangente an den Graphen von f im
Punkt (xo,yo, f(z0,y0)) in Richtung ¥ an.

4. Die Richtungsableitung ldsst sich auf ein n-dimensionales Skalarfeld verallgemeinern: Fiir
f:DCR" — R und ¥ € R” mit |0] = 1 ist die Richtungsableitung an einem Punkt @ € D
definiert als

fald) = g'(0)
wobei g(h) := f(a1 + hv1,...,ap + hv,) mit 0 € Dy CR.
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Beispiel 3.3

(i)

(i)

Betrachte die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = 322 — 2y>. Gesucht sind all die Stellen, an

(3)I-

denen die Richtungsableitung in Richtung von (3> verschwindet.

4

Normierung: Der angegebene Richtungsvektor <i

V3% + 42 =5 ergibt sich 7= 1 <i> mit [0]=1 v

) ist zunédchst zu normieren. Aus

Hilfsfunktion: Die Hilfsfunktion g und deren Ableitung ergibt sich zu

g(h) = f(z+ hvg,y+ hvy) = f(x+h-2,y+h-3)
3x+h-2)?—2y+h-2)P°

= 3(
3
=6(z+h-2)- Z—6(y+h 2?2

=g'(h) 5

= ¢'(0) = P —

Die Richtungsableitung ist somit gegeben durch

fi(x,y) = ¢'(0) = £(3z — 4y?)

Diese verschwindet fiir alle (z,y) € R? mit 3z — 4y = 0,
also fiir x = %yQ > 0 (siehe nebenstehende Skizze).

Als weiteres Beispiel betrachte man die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = y-cos(x). Gesucht

1) an der Stelle (zo0,y0) = (3,4).

ist die Richtungsableitung in Richtung von ( 1

. . . . . 1
Normierung: Der angegebene Richtungsvektor ist wieder nicht normiert, was zu ¥ = —= < )
mit |7 = 1 fiihrt.

Hilfsfunktion: Uber die Hilfsfunktion g und deren Ableitung bei h = 0 ergibt sich die Rich-
tungsableitung;:

g(h) := f(x + hvg,y + hvy) = f(z + 5.y + J5)
— (y+ B cos(a + 1)
S g/ () = Jyeosa+ 25) — (y-+ L) sinGa + 25) -
75 (cos(z) —ysin(z)) = fy(w,y)

=4'(0) =

S

An der gegebenen Stelle (x9,y0) = (5,4) ergibt sich die Richtungsableitung:

fﬁ(gaél) - _2\@

Definition 3.5 Wenn ein Skalarfeld f : D C R™ — R nach allen n Variablen partiell differenzierbar
ist, so kann man alle partiellen Ableitungen in einem Vektor zusammenfassen, dem sogenannten
Gradienten von f, der mit V f oder grad f bezeichnet wird.

Speziell fiir f: D CR? - R, z = f(x,y), ist also

grad f(z,y) = Vf(z,y) = ( fzg$:y) ) - ( ‘
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Bemerkung

1. Der Operator V wird gerne als ,Nabla“ bezeichnet. In manchen Biichern wird er auch mit
einem zusétzlichen Vektorpfeil V geschrieben.

2. Der Gradient ist nur fiir Skalarfelder definiert, f : D C R"™ — R, er selbst ist allerdings ein
Vektorfeld, Vf : D CR® — R".

Beispiel 3.4 Man betrachte ein dreidimensionales Skalarfeld f : R? — R mit
fla,y,2) =2’y —y’2 + 2

Daraus ergeben sich die partiellen Ableitungen f, = 2xy + 2, f, = 2% —2yz und f, = —y? + z. Der
Gradient stellt diese in einem Vektorfeld dar:

2zy + 2
grad f(z,y,2) = Vf(z,y,2) = | 2* — 2yz
r—y?

Zur Vorbereitung des folgenden Satzes betrachte man eine Verkettung mit zwei reellen Funktionen
g1,92 : I CR — R, welche die Komponenten eines Skalarfeldes f; D C R? — R bilden:

h:TCR—R, ht)= f(gl(t)»gz(t))
Die Abbildung h ldsst sich wie folgt darstellen, z = h(t) = f(g1(¢), g2(t)) = f(z,y):

g1

g2

° )
o

Satz 3.6 (Kettenregel)

Essei f: D C R?> - R und ferner g1,go : I € R — R. Deren Verkettung (siche vorbereitende
Skizze) sei h: I — R, h(t) = f(g1(t), g2(t)).

Wenn f| g1, g2 differenzierbar sind, dann ist auch h differenzierbar mit

W (t) = fa(g1(t), 92(1) g1 (8) + fy(91(t), 92(¢)) g5 ()
_ (fx(gl(t) (t))> (gl(t)>
fu(91(t),92(1)) ) \ga(t)
= Vi) (419)
Die Multiplikation - bezeichnet dabei ein Skalarprodukt.

Bemerkung: Die Kettenregel ldsst sich auf n Dimensionen verallgemeinern:
Ist f: D CR"” — R mit Komponentenfunktionen g : I CR — R (1 < k < n), so gilt:

91 (t)
W(t)=Vf(gi(t), .., gnt) - | :
gn(t)



Beispiel 3.5

(i)

Betrachte f(z,y) = 422 — zy3 sowie die beiden Komponentenfunktionen g;(¢) = sin(¢) und
g2(t) = € fiir I € R}. Damit ist die Verkettung h : R — R mit

h(t) = f(g1(t), g2(t)) = 4sin’(t) — sin(t)e™

Die Ableitung ergibt sich mithilfe der Kettenregel aus dem vorausgehenden Satz:

16 =V . 0)- ()

Fiir den Gradienten von f gilt

Vit = (V5

3xy

sowie fiir die Ableitungen der Komponentenfunktionen ¢/ (t) = cos(t) und gj(t) = e’.

/ 8x — cos(t)
= o= (Vo) (7
= 8sin(t) cos(t) + cos(t)e3 — 3sin(t)e
Zur Kontrolle kann dieses Ergebnis auch ,zu Fu3* aus h(t) berechnet werden:
R (t) = 8sin(t) cos(t) + cos(t)e3 — 3sin(t)e¥ v

Betrachte das dreidimensionale Skalarfeld f(z,y, z) = 2%y — %2 + 2z und die Komponenten-
funktionen g;(t) = sin(t), g2(t) = e’ und g3(t) = t2. Es ist

h(t) = f(g1(t), g2(t), g3(t)) = sin®(t)e! — e*t? + sin(t)t?
Mit der Kettenregel aus dem vorausgehenden Satz ergibt sich:

W(t) =V f(g(t) t) //92 )/ /95(t ))

2g1(t)g2(t) + 93 (t) os
= | gt(t) - 292 3(t)
qi(t
= (2sin(t)e’ + t2 cos(t (sin?(t) — 2e't?) - e! + (sin(t) — ) - 2t

Zur Kontrolle ldsst sich auch in diesem Fall das Ergebnis ,zu Fu3“ aus h(t) bestétigen:

B (t) = (2sin(t)e’ + t2) -cos(t) + (sin2(t) — Qett2) -e! 4 (sin(t) — th) 22tV

Satz 3.7 (Zusammenhang Richtungsableitung u. Gradient)
Sei f: D CR™ — R differenzierbar in @ € D und ¢ € R" mit |¢] = 1. Dann gilt:

f#(@) = grad f(a) - 7,

d.h. die Richtungsableitung von f in Richtung ¢ an der Stelle @ ist gegeben als Skalarprodukt aus
dem Gradienten von f an der Stelle @ und dem Richtungsvektor v
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Beispiel 3.6 Den Zusammenhang zwischen Richtungsableitung und Gradient lidsst sich zunéichst
an den bereits bekannten Beispielen zur Richtungsableitung verifizieren:

(i) Fiir f:R? = R mit f(z,y) = 322 — 23> und ¥ = % (i) ergibt sich direkt:

fotoan) = Vi) 0= (505 (3) = Seee - ap?

Dieses Ergebnis stimmt mit dem im vorherigen Beispiel mittels Hilfsfunktion gefundenen
Ergebnis iiberein. v/

(i) Fiir f:R? — R mit f(x,y) =y - cos(z) und ¥ = % (1) ergibt sich direkt:

fotoa) = V55 = (D) (1) = seosta) — ysina)

Auch dieses Ergebnis stimmt mit dem im vorherigen Beispiel mittels Hilfsfunktion gefundenen
Ergebnis iiberein. v/

(iii) Es lassen sich auch neue Beispiele fiir Richtungsableitungen mithilfe des Gradienten nun
elegant berechnen.

Betrachte das dreidimensionale Skalarfeld f : R3 — R mit f(z,y, 2) = e* + 2y? sin(z) und die
normierte Richtung v = %(2, 1,2)". Die Richtungsableitung ergibt sich zu

y? sin(2) 1 (2
fg(iU,y,Z):Vf(l‘,y,Z)'l_f: 2{L‘ySiH(Z’) g 1
e* + xy? cos(2) 2

(y*sin(2) + zysin(z) + e* + zy* cos(2))

[SCI

Die beiden nachstehenden Sétze beschreiben zwei wesentliche geometrische FEigenschaften des Gra-
dienten:

Satz 3.8
Sei f: D C R® — R differenzierbar in @ € D und grad f(&) # 0.

Dann wird die Richtungsableitung fz(d@) an der Stelle @ maximal, wenn

1
’[7: — s grad f C_i
erad f@) &
und minimal, wenn
1
v=——————-grad f(d
erad f@) &

Satz 3.9
Sei f: D C R" — R differenzierbar in @ € D und grad f(@) # 0. Dann steht grad f(&@) senkrecht
auf der Tangente an die Hohenlinie, in der @ liegt.

Zusammenfassung der letzten beiden Sétze: Der Gradient zeigt in Richtung der stirksten Anderung
von f und steht dabei immer senkrecht auf den Hohenlinien.
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Beispiel 3.7 Zur Illustration der geometrischen Interpret Interpretation des Gradienten betrachte
man erneut eine Halbkugel. Thr Radius betragt ro = 4, d.h.

f:DCR* =R, f(z,y) =16 -2 —y?

mit maximalem Definitionsbereich D = {(z,y) € R? |22 + 3% > 16}.
Der Gradient lautet

—2z 1
24/16—22 —y?2 x
Vi(z,y) = —2:; Tl = T <y>
2¢/16—22—y2 16 — 2% —y
Die Tangente an die Hohenlinie berechnet man aus der 4y

Ableitung der Hohenlinie selbst. Fiir alle ¢ € [0, 7] =
[0, 4] lautet die explizite Darstellung der Hohenlinie:

he(z) = £4/16 — 2 — 22

x
_ X
wobei £ die obere bzw. untere Losung der impliziten 4 4
Darstellung z2 + 1/ < 7“(2) —¢? = 16 — % der Hohenlinie

beschreibt (vgl. Kapitel und das dortige Beispiel zu D
Hohenlinien einer Halbkugel).

Die Steigung der Hohenlinie ist

he(x) =

1 x
+ (2) = F——
216 — 2 — 2 ( ) ¢\/16—02—;132

Daraus ergibt sich die Gleichung der Tangente (Taylor 1. Ordnung) in der Variablen Az, die den
Abstand zum Punkt x bezeichnet:

- A
te(r + Ax) = hy(c) + hl(x)Az = £/16 — 2 — 22 F __rar
16 — 2 — 22

Der Richtungsvektor der Tangente an die Hohenlinie ldsst sich damit identifizieren:

Ax
o(z) = T Ax

¥\/16—C2—:L'2

Ein verschwindendes Skalarprodukt zwischen dem Gradienten und dem Richtungsvektor der Tan-
gente an die Hohenlinie zeigt an, dass der Gradient senkrecht auf der Hohenlinie steht:

Vf(z,he(x)) L f;(:c) & Vf(x,he(z)) fc(x) =0

In der Tat ergibt sich:

Az
V@ helz)) - Felw) = /16— 1 (2) (h:(cx)> JF—WLE_' Af_ _
__1<:|: 16—02—$2 - xT- Aac
‘ V62 —22

1 v
——E$A£L' + *.’ﬁAZET 0 v

(=H)F)



Im Folgenden wird noch eine alternative Betrachtung mit Polarkoordinaten anstelle von kartesi-
schen Koordinaten diskutiert. Die radiale Symmetrie hat bereits bei der Beschreibung der Hohenlinien
in diesen Koordinaten zu einer Vereinfachung der Diskussion gefiihrt.

Es gilt fiir » € [0,70] = [0,4] und ¢ € [0, 27):

f(@,5) = VIE— = = glr, ) = VIG 72

Betrachtet man den Gradienten der Funktion g, so ist das Ergebnis nur vom Radius r, der ersten
Variable, abhéngig:

89( ) 1 r r
_— ’]"7 = = — = ——
or Y T 916 - 2. (—2r) V16 — 12 g9

g—g(r, ¢) =0 (d.h. g ist unabhéngig von @)
12

Damit folgt:

Dies bedeutet, dass die groBte Anderung von g (bzw. f) stets in Richtung des Radius und niemals
in Richtung des Winkels zeigt. Ferner gilt, dass die Hohenlinien von f, d.h. in kartesischen Koor-
dinaten, konzentrische Kreise um den Ursprung beschreiben. Die Tangente an die Hohenlinie liegt
also stets ,,in Richtung des Winkels ¢“. In Polarkoordinaten lésst sich dies ausdriicken als

()

Insgesamt ergibt sich auch hier, dass Gradient und Tangente an die Hohenlinie stets aufeinander
senkrecht stehen:
Vorg) - F= 2 (1) (V) =0 v
g\r, @) - te = g \0 1) =

3.4 Extremwertdiskussion

Im Folgenden werden Skalarfelder f : R™ — R dahingehend untersucht, wo sie (lokale) Extrema
besitzen und wie diese aussehen. Oft wird dabei auf den zweidimensionalen Fall (n = 2) reduziert,
um spezielle Aspekte eines allgemeinen Falls zu diskutieren.

Zur Erinnerung in 1D: Das Polynom f(z) = 2% — 622 + 8 besitzt als erste Ableitung f'(z) =
322 — 12 = 3x(x — 4). Damit ergeben sich horizontale Tangen an den Graphen von f bei 1 = 0
und x5 = 4. Mit f”(z) = 62 —12 gilt f”(0) = —12 < 0, d.h. dort gibt es ein lokales Maximum, und
f"(4) =12 > 0, d.h. dort gibt es ein lokales Minimum.

Verallgemeinerung in 2D: Betrachte das Skalarfeld f(z,y) = 2%y — 3y* — 22 + 1.

Wie stellt sich allgemein die Richtungsableitung
dar am Punkt

(i) (x0,y0) = (0,0) und

(i) (z0,y0) = (1,-1)?
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Fiir den Gradienten gilt V f = <2§2y__y2>, d.h. fiir 7 = (vy,v2) " ergibt die Richtungsableitung an
den betrachteten Punkten

f3(0,0) =V f(0,0)-7=—2v; und fz(1,—1)=Vf(1l,—-1)-7=—-2(2v1 —v2)

Aufgrund seiner geometrischen Interpretation gibt es in Richtung des Gradienten stets die Moglichkeit,
den Wert von f(x,y) zu vergroBern. Daher ist es fiir ein lokales Extremum notwendig, dass der Gra-
dient verschwindet: V f(z,y) = 0.

Satz 3.10 (Notwendige Bedingung fiir Extrema) Sei (x¢,%o) im Inneren von D C R? und f : D —
R total differenzierbar in (zo,yo). Wenn f in (z¢,yo) € D ein lokales Extremum (Maximum oder
Minimum) hat, dann muss gelten:

grad f(zo,y0) =0

und man bezeichnet (xo, yo, f(zo,Yy0)) als stationéiren Punkt.
Bemerkungen:

e Die Bedingung ,,im Inneren* bedeutet, dass @ € D nicht am Rand von D liegen darf. Dies
ist analog zum eindimensionalen Fall zu verstehen, wo etwa fir f : Rar — R, z — /z ein
Minimum am Rand (zo = 0 mit f(0) = 0 < /7 fiir alle z € R]) liegt, dort aber keine erste
Ableitung berechnet werden kann, also insbesondere f'(0) = 0 nicht gilt.

e Die Bedingung ist nur notwendig, aber nicht hinreichend. Ahnlich verhilt es sich in einer
Dimension, etwa bei f : R — R, x — 2% mit f/(0) = 0, es aber dennoch bei g = 0 kein
lokales Extremum gibt.

e Da f total differenzierbar ist, bedeutet V f(@) = 0, dass bei @ der Tangentialraum stationir
ist. In zwei Dimensionen (n = 2) liegt die Tangentialebene horizontal, d.h. parallel zur z-y-
Ebene.

Frage: Wie entscheidet man, ob ein stationéirer Punkt mit Vf(@) = 0 ein lokales Maximum, ein
lokales Minimum oder eine andere geometrische Form darstellt?

Analog zum eindimensionalen Fall betrachtet man bei einem n-dimensionalen Skalarfeld die zweite
Ableitung, von der es aufgrund von n Variablen im Allgemeinen n? verschiedene gibt.

1D — Priifung, ob zweite Ableitung von f positiv/negativ ist, um lokales Minimum/Maximum
zu identifizieren. Bei f”(z9) = 0 sind hohere Ableitungen zu untersuchen.

2D — Es existieren vier Moglichkeiten, ein Skalarfeld f : R? — R zweimal abzuleiten:

*f
Ox?

B B 0% f B B 0% f B B 82f_ B
_(fz)a:—fm:’ a?ay—(fy)x_fywa m_(fy)l‘_fyxv @_(fy)y_fyy

Satz 3.11 (Satz von Schwarz) Sei f: D C R™ — R zweimal partiell differenzierbar mit stetigen
partiellen Ableitungen 2. Ordnung, dann kann die Reihenfolge der Ableitungen vertauscht werden.

Insbesondere gilt fiir n = 2 dann: f,, = fyz.
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Beispiel 3.8 Man betrachte das Skalarfeld f(z,y) = xsin(zy). Fiir die ersten und zweiten Ablei-
tungen gilt:

[z = sin(zy) + xy cos(xy)
fy = z* cos(xy)
fun = 2ycos(ay) — a3 snay)
fry = 22 cos(zy) — vy sin(zy)
fyz = 2z cos(zy) — 22y sin(zy) = fuy
fyy = —x3sin(zy)

Die zweiten partiellen Ableitungen fasst man in der so genannten Hesse-Matrix zusammen. Fiir
f:D CR"™ — R ist diese definiert als:

fiu fiz fisocr i
foao fa2 faz o0 foan
fnl fn2 fn3 e fnn
Fiir den zweidimensionalen Fall (n = 2) fasst die Hesse-Matrix vier zweite Ableitungen zusammen:

_ fx:c(x7y) fxy(xyy)
Hf(x’y) N <fyx(xay) fyy($ay)>

Falls die Bedingungen des Satzes von Schwarz erfiillt sind, ist die Hesse-Matrix symmetrisch:
H¢(x,y) = H f(x,y)T. Sehr oft ist diese Bedingung erfiillt, sodass sich zwei reelle Eigenwerte der
Hesse-Matrix bestimmen lassen (A1, A2), deren Produkt die Determinante der Matrix ergibt:

A1(x,y)Aa(x,y) ist ein Eigenwert von Hy(z,y) <&

Mz, y)he(z,y) = det H(2,y) = foo(2,y) fyy(,y) — (fay(2,))?

Die Hesse-Matrix dient als verallgemeinerte zweite Ableitung. Mit ihr lassen sich stationére
Punkte unter Nutzung des folgenden Satzes weiter untersuchen.

Satz 3.12 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema in 2D)

Sei (20,70) im Inneren von D C R2?, f : D — R zweimal stetig partiell differenzierbar und
(20, Y0, f(z0,y0)) ein stationdrer Punkt.
Mit der Hessematrix H(zo,yo) := < Jaa(0,40)  fay(o, 40) > von f in (xg,yo) und ihrer De-

fyac(x07 yo) fyy(afm yo)
terminante

d = det(H (20, 90)) = fua(20,Y0) * Fyy(20,%0) — (Fuy(x0,v0))*

gilt:

o Ist d > 0 und fiz(x0,%0) < 0 (bzw. fyy(z0,y0) < 0), dann hat f in (xg,yo) ein lokales
Maximum.

e Ist d > 0 und frz(x0,%0) > 0 (bzw. fy,(zo,y0) > 0), dann hat f in (x0,yo) ein lokales
Minimum.

e Ist d < 0, dann hat f in (xq, yo) einen Sattelpunkt (also insbesondere kein lokales Extremum).
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Ist d = 0, so ist ohne weitere Untersuchung keine Aussage moglich.

Beispiel 3.9

(i)

(i)

(iii)

Man betrachte das Paraboloid f(z,y) = z2 + 32.

= Vf(z,y) =2 (i), d.h. einziger stationdirer Punkt ist @ = (z,y)" = (0,0)"

= Hy(x,y) = ((2) [2)), die Hesse-Matrix ist also konstant und unabhéngig von = und y. Es

folgt det Hy = 4 > 0 mit fu; = fyy = 2 > 0, d.h. am stationiiren Punkt (x,y) = (0,0) liegt
ein lokales Minimum vor.

Man betrachte das Skalarfeld f(z,y) = 2% — .
= Vf(z,y) =2 (jy), d.h. einziger stationirer Punkt ist @ = (z,y)" = (0,0)"

= Hy(z,y) = ((2) _02), die Hesse-Matrix ist also konstant und unabhéngig von x und y. Es

folgt det Hy = —4 < 0, d.h. am stationéren Punkt (z,y) = (0,0)" liegt ein Sattelpunkt vor.
Zu Beginn dieses Abschnitts wurde bereits f(z,y) = 2%y — %yz — 2z + 1 betrachtet.

2xy — 2
= Vf(z,y) = (;y_ y ), d.h. der stationdre Punkt muss gleichzeitig zwei Bedingungen

erfiillen: y = % und y = z2.

Hieraus folgt der einzige stationdrer Punkt @ = (z,y)" = (1,1)T

= Hy(z,y) = (gz 3?) Es folgt det Hs(z,y) = —4x? — 2y, d.h. am stationdren Punkt

(z,y) = (1,1)7 gilt det Hf(1,1) = —6 < 0. Somit liegt wieder ein Sattelpunkt mit Funktions-
wert f(1,1) = % Vor.

1
f(z,y) = 2% — %2 im linken Panel und f(z,y) = 2%y — §y2 — 22 + 1 im rechten Panel

Bei den Sattelpunkten ist im der Graphik zu erkennen, dass Richtungen gibt, fiir die der Punkt ein
Minimum darstellt und andere Richtungen, fiir die der Punkt ein Maximum darstellt. Insgesamt
ergibt sich daraus der indifferente Sattelpunkt.
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Bemerkung: Die Fallunterscheidungen in Satz lassen sich nicht direkt auf allgemeine Dimensio-
nen verallgemeinern. Fiir die Hesse-Matrix eine Skalarfeldes f : D C R™ — R und einem stationéren
Punkt @ € D betrachtet man im allgemeinen Fall die Eigenvektoren von H(a@). Ist H (@) symme-
trisch, d.h. ist der Satz von Schwarz anwendbar, so gibt es n reelle Eigenwerte.

Satz 3.13 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema in nD)

Essei f: D CR®™ — R ein Skalarfeld mit stetigen zweiten partiellen Ableitungen und @ € D ein
stationdrer Punkt im Inneren von D. Dann gilt mit den Eigenwerten Aq,..., A, der Hesse-Matrix

Hy(a@):

Sind alle Eigenwerte positiv, so ist (@, f(@)) ein lokales Minimum.

Sind alle Eigenwerte negativ, so ist (@, f(@)) ein lokales Maximum.

Gibt es sowohl positive als auch negative Eigenwerte, aber keiner davon ist Null, so ist (@, f(a)
ein Sattelpunkt.

Gibt es mindestens einen Eigenwert Null, so ist ohne weitere Untersuchung keine Aussage
moglich.

Beispiel 3.10 Fiir die drei vorherigen Beispiele in zwei Dimensionen argumentiert man alternativ:

(i) flz,y) =2+

= H(0,0) = <§ g) mit A\; = Ay =2 > 0, d.h. lokales Minimum

(il) f(z,y) =2* -y
= H(0,0) = <(2) _02> mit Ay =2 >0, Ay = —2 < 0, d.h. Sattelpunkt

(iif) f(z,y) =2y — 39> =2z +1

= H¢(1,1) = <§ _21> mit Ay =3 >0, Ay = —2 < 0, d.h. Sattelpunkt

Bemerkung: Eine symmetrische Matrix A € R™*"™ nennt man
e positiv definit, wenn alle Eigenwerte grofler Null sind,
e negativ definit, wenn alle Eigenwerte kleiner Null sind,

e indefinit, wenn sowohl positive als auch negative Eigenwerte existieren, aber davon keiner
Null ist.

Beispiel 3.11 Der Satz hinreichende Bedingung fiir Extrema in n Dimensionen ist vor allem
fiir n > 2 interessant, da dann Satz nicht anwendbar ist.

Q) f(z,y,2) =22 +y? + zy + 322 fiir D = R3

2r +y

= Vf= 2y +x h. @ =0 ist einziger stationdrer Punkt
2 10

= Hy = |1 2 0] ist unabhéngig von (x,y, z). Die Eigenwerte berechnen sich aus dem
0 0 6
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charakteristischen Polynom xz(A) = (6 —X) (2 — \)? — 1) Z0zu)\ = 6, A2 =3und A\3 =1
Da alle Eigenwerte positiv sind, d.h. Hy eine positiv definite Matrix ist, besitzt f am stati-
onéren Punkt @ = 0 ein lokales Minimum.

(ii) g(z,y,2) = (x +y)? + 2 —y+ay + 22 fir D =R3

20+ 3y +1

=Vg=|3z+ 2y —1],dh.@=(1,-1,0)" ist einziger stationirer Punkt
2 30

= H,= (3 2 0] ist wieder unabhéngig von (x,y, z). Die Eigenwerte berechnen sich aus
0 0 2

dem charakteristischen Polynom xz(A) = (2 — A) ((2 - A)? = 9) L0 2u A1 =5, A =2und

A3 = —

Da sowohl positive als auch negative Eigenwerte auftreten und kein Eigenwert verschwindet,
d.h. H, eine indefinite Matrix ist, besitzt f am stationiren Punkt @ = (1,—1,0)" einen
Sattelpunkt.

Erweiterung des mathematischen Werkzeugkastens: Extrema unter Nebenbedingungen‘

Die nachfolgende Diskussion beschriinkt sich auf den zweidimensionalen Fall. Die Ubertragung in
hohere Dimensionen ist unter erhéhtem Aufwand aber auf Grundlage der selben Methoden moglich.

Gesucht sind sowohl lokale als auch globale Extrema eines Skalarfeldes f : D C R? — R unter der
Nebenbedingung G C D. Das Gebiet G soll durch Funktion g; : D — R beschreibbar sein:

G = {(z,y) € D|gi(z,y) < 0}

In der Bedingung g;(x,y) < 0 wird das Innere von G durch < beschrieben, der Rand von G wird
durch = beschrieben.

Beispiel 3.12 Die beiden folgenden Beispiele verdeutlichen die Beschreibung von Nebenbedingun-
gen:

(i) Betrachte f(z,y) = (z — 1) — (y — 1)? = 22 — y? — 2(x — y) mit D = R2.

Y
It Die Nebenbedingung eines Dreiecks ldsst sich beschreiben
durch
3 +
- 2 —4<0, —x<0, —y<

)1 y= 42 G={(z,y) eR*|204+y—4<0, -2 <0, —y <0}
o Die Nebenbedingung lasst sich mithilfe von drei Ungleichun-

G gen beschreiben. Der Rand des Dreiecks lésst sich ebenfalls
0 1 ; 3 x durch drei Teilstiicke darstellen.

(ii) Die Funktion f(z,y) = 2% + y? — 4xy ist ebenfalls definiert auf D = R2.
Y
Die Nebenbedingung eines Kreises ldsst sich beschreiben

1T G durch
G ={(z,y) eR*|2® +y* -4 <0}

In diesem Fall ist eine Ungleichung ausreichend um den Be-
reich G darzustellen.
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Das folgende prinzipielle Vorgehen ist bei der Diskussion von Extrema unter Nebenbedingungen
anzuwenden:

(D

(IT)

Betrachtung des Inneren von G mit den bekannten Methoden der n-dimensionalen Differen-
tialrechnung (Gradient, Hesse-Matrix)

Betrachtung des Randes von G

— Einsetzverfahren: Auflésen von g(z,y) = 0 nach x oder y und Einsetzen in f(z,y)

— Parametrisierung: (z,y) € G & x=z(t), y=y(t) fireint € I

Bei der Betrachtung des Randes ist zu beachten, dass bei einer Zerlegung in unterschied-
liche Teilstiicke die Betrachtung von Ecken (d.h. die Endpunkte von Réndern) separat zu
untersuchen sind.

zuriick zu den Beispielen

(i) f(z,y) = (x—1)?>—(y—1)? mit dem Dreieck G = {(z,y) € R?|22+y—4 < 0,—z < 0,—y < 0}

— Vf= (Eéfy_—li»’ d.h. d= <i) ist einziger stationérer Punkt von f.

Dieser liegt im Inneren von G.
& Hy= (g _02> — (@ f(@)) = (1,1,0) ist ein Sattelpunk.

In einem zweiten Schritt betrachtet man den Rand von G. Dieser ldsst sich in drei Abschnitte
zerlegen:

e gi(r,y)=20+y—4 L 0, daher lasst sich das Einsetzverfahren verwenden: y = 4 — 2z
eingesetzt in f(z,y(z)) ergibt

ri(x) = f(z,4 —2x) = (r —1)* = (3 — 22)* = =32 + 10z — 8

Daraus folgt mit den Methoden der eindimensionalen Differentialrechnung:
M@)=—62+10=0 & z=. =y=-

r(z) =-6<0

Damit besitzt r1(z) bei z = % ein Maximum mit Wert r; (%

) = z. Das gefundene
Maximum von r; liegt am Rand des zu betrachtenden Dreiecks G: (z

1
3
o g2(z,y) =—x < 0,dh. z=0.
ra(y) = f0,y) =1—(y—1)" = —y* +2y
Daraus folgt mit den Methoden der eindimensionalen Differentialrechnung:

(y) =2y +2=0 & y=1 mite=0

ry(y) =—-2<0

Damit besitzt ra2(y) bei y = 1 ein Maximum mit Wert r3(1) = 1. Das gefundene Maxi-
mum von 77 liegt wieder am Rand des zu betrachtenden Dreiecks G: (z,y) = (0,1) € G.
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o gs(z,y) = —y=0,dh y=0.
rs(z) := f(z,0) = (z — 1)2 —1=z2_92z
Daraus folgt mit den Methoden der eindimensionalen Differentialrechnung:
Mh(e)=20-220 & w=1 mity=0

ry(z) =2>0

Damit besitzt r3(x) bei z = 1 ein Minimum mit Wert r3(1) = —1. Das gefundene
Minimum von r3 liegt auch am Rand des zu betrachtenden Dreiecks G: (z,y) = (1,0) €
G.

e Es verbleiben drei Ecken (z,y, f(x,y)) an den Réndern von g¢; (i = 1,2,3), die durch
direkte Auswertung der Funktion separat untersucht werden: (0,0,0), (0,4, —8) und
(2,0,0).

Als Ergebnis der Untersuchung von f auf dem Dreieck G ergibt sich also ein globales Minimum
bei (x,y) = (0,4) mit dem Wert f(0,4) = —8. Das globale Maximum liegt bei (x,y) = (0, 1)
mit f(0,1) = 1.

flz,y) = 22 + 4% — 4zy auf dem Kreis G = {(z,y) € R2 ‘xz +y?—4< 0}
_ (2 -4y L (0N .. . . o
- Vf= (2y B 4x>’ d.h. d= <0> ist einziger stationdrer Punkt von f.

Dieser liegt im Inneren von G.
2 —4

— H = ( 4 9

indefinit. Damit ist (0,0,0) ein Sattelpunkt.

Wiederum wird in einem zweiten Schritt der Rand von GG betrachtet, der sich in einen oberen

sowie unteren Halbkreis zerlegen l&sst:

mit Eigenwerten A\; = 6 und Ay = —2, d.h. der stationédre Punkt ist

g(zry) =2+ —4=0 & y=+Vd—2? firzec|[-272]

e Fiir den oberen Halbkreis gilt

ri(z) = f(z, V4 —2?) =4 —4dx/4 — 22
z? —
= ri(z)= H fir x € (—2,2)
= 7r(x)=- 8a(e” — 6 fir z € (—2,2)

Aus 7} (z) =0 folgt 15 = +£v/2 mit y = /2. Ferner gilt 7/(v/2) = 16 > 0 und
r(—v/2) = —16 < 0, also ergeben sich auf dem oberen Halbkreis zwei lokale Extrema:

(\@, V2, —4) ist ein lokales Minimum, (—\/5, V2, 12) ist ein lokales Maximum

e Analog erhilt man fiir den unteren Halbkreis ro(x) = f(z, —vV4 — 22) =4 + dov4 — 22
mit 75 (x) = —r}(z) und r4(z) = —r{(z). Daraus folgt:

(\/5, —V2, 12) ist ein lokales Maximum, (—\/i, —V2, —4) ist ein lokales Minimum
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(iii)

e An den Réndern der beiden Halbkreise liegen zwei Eckpunkte (z,vy, f(z,v)), die sich
durch direkte Auswertung der Funktion separat untersuchen lassen: (—2,0,4) und (2,0, 4).

Als Ergebnis der Untersuchung von f auf dem Kreis G ergeben sich zwei globales Minima bei
(z,y) = £(v/2,V2) jeweils mit dem Wert f(++v/2,4+v/2) = —4. Die globalen Maxima liegen
bei (z,y) = £(v/2, —v/2) mit f(£V2, Fv2) = 12.

Zu der eben diskutierten Aufgabe f(z,y) = 22 + y? — 4xy auf dem Kreis G ist eine al-

ternative Untersuchung unter Verwendung einer Parametrisierung von G moglich. Mit den
Polarkoordinaten r € [0, 2] und ¢[0, 27) und

x=rcos(p) und y=rsin(p)
lésst sich der Kreis G wie folgt beschreiben:
G={(z.y) € R*|2” +y* =4 <0} = {(2(r, ), y(r, ) € R*|r €[0,2], 0 € [0,27)}
Es gilt allgemein

F(a(r, ), y(r,9)) = (rcos(p))® + (rsin(g))* — 4r* cos(¢) sin(p)
=72 — 472 cos(y) sin(p)

Fiir den Rand von G ist r = 2 zu setzen, d.h. fiir alle ¢ € [0, 27) ist

h(p) := 4 — 16 cos(¢p) sin(p)
h'(p) = 16sin’(p) — 16 cos*(¢)
h"(p) = 64 cos(y) sin(yp)

Die stationéiren Punkte ergeben sich aus der Bedingung h’'(¢) = 0, d.h. |sin(p)| = | cos(¢)|,
was fiir vier Winkel erfiillt ist:

o 3 b _77T
@1_47 902—47 903—47 904_4

Daraus lassen sich die selben globalen Extrema ableiten wie zuvor in kartesischen Koordina-

ten: { }
0 fiir o € {1, 3
h// > N bl
(%) { <0 fiir p € {2, 04}

Die beiden Minima besitzen den Funktionswert h(p1) = h(ps) = —4, die beiden globalen
Maxima den Wert h(p2) = h(ps) = 12. Der Rand des Kreises besteht aufgrund der 2m-
Periodizitdt aus nur einem Punkt ¢ = 0. Es gilt h(0) = 4.
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4 Integralrechnung mehrerer Verdnderlicher

Ziel dieses Kapitels ist eine Verallgemeinerung des Riemann-Integrals [ f(z)dz mit f : D CR —» R
auf mehrere Dimensionen, d.h. auf Skalarfelder f: D C R” — R mit n € N.

Kurze Wiederholung der Idee des eindimensionalen Riemann-Integrals

Es sei f: [a,b] — R gegeben, so ist f: f(x) dx die Fliachenbilanz im Bereich a < z < b:

Y

/]
7 N

|\ © .

Die hellgrauen Fldchenstiicke liegen oberhalb der xz-Achse und gehen positiv in die Flichenbilanz I
ein, die dunkelgrauen liegen unterhalb und gehen daher negativ ein. Das bestimmte Integral erhalt
man als Grenzwert einer Folge von Riemannschen Summen. Man betrachtet die Approximation der
gesuchten Fliche durch Rechtecke (Quader), die elementargeometrisch berechnet werden konnen:

n b
I= JL\%Zf(pZ)AxZ = / f(z)dx
i=1 @

Dabei bezeichnen die Punkte f(p;) Auswertungen der Funktion auf jedem Teilstiick des Inter-
valls [a,b] der Linge Ax;. Details dazu sind im Kapitel 6 der Vorlesung , Ingenieurmathematik 1¢
nachzulesen.

4.1 Zweidimensionale Bereichsintegrale (Polarkoordinaten und Jacobi-Matrix)

Es sei G = [a,b] x [c,d] C R? eine Teilmenge (Gebiet/Bereich) und f : G — R ein Skalarfeld.
Das Volumen zwischen dem Graphen von f und der x-y-Ebene berechnet sich approximativ durch
eine Summe von Quadern des Volumens f(p;, ¢;)Az; Ay;:

VaV,= Z f(pi,q5)Az;Ay; (Riemannsche Summe)
ij=1

Die n Rechtecke mit Fliche Ax;Ax; iiberdecken das Gebiet G, iiber das integriert werden soll,

vollstandig:
Y
5 +
G =11,6] x [1,4]
4 +

| In nebenstehender Skizze ist i € {1,2,3,4,5}
Ay; und j € {1,2,3}, also eine Unterteilung von
2T G in insgesamt n = 15 Rechtecke.
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Die Idee des Riemann-Integrals besagt, dass
fiir sehr grole n € N das Volumen zwi-
schen dem Graphen von f und der z-y-Ebene
durch das Volumen V,, sehr gut approximiert
wird. Im Grenzwert wird so der Wert des be-
stimmten Integrals definiert:

V= lim V, = lim .Zl f(pi, q5) Az Ay;
,]=

Definition 4.1 Eine Funktion f : G C R? — R heiit integrierbar iiber G, wenn jede Folge Rie-
mannscher Summen zu immer feiner werdenden Zerlegungen von G in Teilflichen gegen denselben
Grenzwert konvergiert. Dieser Grenzwert wird dann das bestimmte Integral (Doppelintegral,
Bereichsintegral, Gebietsintegral) von f iiber G genannt und geschrieben als

V://f(x,y)dA
G

1. Das Integral [[ f(z,y)dA entspricht einer Volumenbilanz: Volumenanteile oberhalb der z-y-
G

Bemerkungen

Ebene werden positiv gezdhlt, solche unterhalb gehen negativ ins Integral ein.

2. Integriert man die konstante Funktion 1 iiber G, so erhdlt man den Flidcheninhalt A des
zugrundeliegenden Integrationsbereichs: [[1dA = A
G

— Dies ist analog zum eindimensionalen Fall fiir f : [a,b] — R mit z — f(x) = 1 zu verstehen:

b
/1dx:/ lde=b—-a
G a

3. Es sind unterschiedliche Schreibweisen des Doppelintegrals moglich (alle mit gleicher Bedeu-

ung):
- //ﬂﬂ%y)dfl://f(x,y)dG=//f(x,y)d(m,y)
G el 5

4. Falls f,g : G — R integrierbar sind und «, 8 € R, so gilt Linearitét:
//(af(x,y) +Bg(x,y))dA = a//f(x,y)dAJrﬁ//g(x,y)dA
G G G

5. Falls f : G — R integrierbar und G = G U Gy mit G1 NGy = 0, so ist

[[1ewaa= [[ @i+ [[ 1@
G G1 G2

Frage: Wie lassen sich (2D-)Bereichsintegrale berechnen? Gibt es so etwas wie (2D-)Stammfunktionen?
— Man fiihrt [[ f(z,y) dA operativ auf die Integration nach einer Variable zuriick. Dabei ist
G

ausschlaggebend, wie das Gebiet G beschaffen ist. Die Geometrie von G bestimmt, wie sich
das Doppelintegral , knacken* ldsst.
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— Im einfachsten Fall ist G selbst ein Rechteck, d.h. die Zerlegung in z- und y-Richtung kénnen
unabhéingig voneinander erfolgen (siehe nachstehend die Skizze im linken Panel). In so ge-
nannten Normalbereichen sind die beiden Richtungen (im Allgemeinen) voneinander abhéngig

(siehe Skizze im rechten Panel).

Yy (I
5T L N
40 9

X
27 4| 42 |0 4
1+ \ 2 /
f T ~, 1
0 1 2 3 4 5 6 7 =
G =[1,6] x [1,4] G ={(z,y) eR?|2” +y* < 16}

— In y-Richtung muss abhéngig von

— In y-Richtung kann unabhéngig von
x € [—4,4] diskretisiert/integriert werden.

x € [1, 6] diskretisiert/integriert werden.

Hinweis: Die Geometrie von G ist wesentlich fiir die Berechnung des Integrals [ f(z,y)dA. Die
G

Wahl geeigneter Koordinaten ist in vielen Féllen mindestens hilfreich zur Berechnung des Integrals:

— Rechtecke sind in kartesischen Koordinaten leicht zu behandeln.

— Kreise sind in Polarkoordinaten leicht zu behandeln. In dem spéteren Abschnitt ,,Polarkoor-
dinaten bei Doppelintegralen® wird dies im Detail diskutiert.

Satz 4.2 Sei G = [a,b] x [¢,d] = {(7,y) € R?|a <z < bund ¢ < y < d} C R? ein Rechteck und
f G — R stetig. Dann gilt:

//f(x,wdA:/b /df@c,y)dy d:cz/d /bf@:,y)dm dy
G a c c a

Beispiel 4.1 Die beiden folgenden Beispiele illustrieren die Integration iiber Rechtecke:

(i) Essei G=[1,3] x [0,1] und f: G — R mit f(z,y) = 2® — ze¥ + \/y

:I:é/f(a:,y)dA:/lg </01(x2—xey+\/§)dy>dx

3 9 41!
= / ([ﬁy —xe¥ + yg} dx
1 37 Jo
3 2
_/ <m2+x(1—e)—|—>dx
1 3

1 1— 2 1°
= [3x3—|— 26$2+3$:|1:14—46%3,1
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Es ergibt sich das gleiche Ergebnis, wenn man zuerst nach x und dann nach y integriert:

:Izé/f(:c,y)d/l:/ol </13(x2—xey+\/§)dx>dy

11 1 3
— / {3:3 — Za2e¥ 4 x\/ﬂ} dy
0 3 2 1
L 796
= 3= 4e¥ 4+ 2,/y | dy
0

26 4 5]
_ —y—4€y+*y% =14 —-4e=3,1 VvV
3 3%,

Die Volumina oberhalb sowie unterhalb der z-y-Ebene sind identisch, weshalb sich in der
Gesamtbilanz des Integrals eine Null ergibt.

Definition 4.3
e Eine Teilmenge G' C R? heifit Normalbereich beziiglich der z-Achse (G,), falls
G=G, = {(x,y) eR?’|la<z<bund g (z)<y< wg(x)}
mit gewissen Zahlen a,b € R und stetigen Funktionen 1, po geschrieben werden kann.
e Eine Teilmenge G C R? heifit Normalbereich beziiglich der y-Achse (Gy), falls
G=Gy={(z,y) eR?|c<y<dund ¢1(y) <z < Yo(y)}
mit gewissen Zahlen ¢, d € R und stetigen Funktionen 11,1y geschrieben werden kann.
Beispiel 4.2
(i) Ein Kreis G = {(z,y) € R? | 2? + y? < r?} ist ein Normalbereich beziiglich beider Achsen:

Yyr Yy
T T el G
[ \
: / |
r 0 s r\ 0 }r
\ /
\\\///

Fira=—r,b=7rund ¢1(z) = —vVr?2—22 Firc=—r,d=r und ¢1(z) = —vr? — 22
und @o(z) = Vr?2 — 22 ist G ein Normalbe-  und v¢o(z) = Vr2 — 22 ist G ein Normalbe-
reich beziiglich der xz-Achse. reich beziiglich der y-Achse.
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(ii) Das Dreieck G mit Ecken A(—2,1), B(3,1) und C(3,4) ist ebenfalls ein Normalbereich
beziiglich beider Achsen:

Es ist 4T

Go={(z,y) eR*|-2<2<3, 1<y < Uiy}

1 @
und
A 1 B

Gy={(z,y) eR*|1 <y <4, —Y+3y<az <3}

-2 -1 0 1 2 3

(iii) Das Gebiet G wird von den Graphen der beiden Funktionen f(r) = 2v/2z und g(x) = z?
eingeschlossen. Es ist ebenfalls ein Normalbereich beziiglich beider Achsen:

Yy
Es ist 4

Gy ={(z,9) eR*|0 <z <2, 2° <y < 2V2zx} 37
und

1
Gy={(z,y) eR*|0<y <2, ngSxS\/@}

(iv) Es gibt allerdings auch Félle, in denen sich G durch einen Normalbereich nur entweder
beziiglich der x-Achse oder beziiglich der y-Achse darstellen liasst. Die folgende nicht-konvexe
Menge Gy ldsst sich nur als Normalbereich beziiglich der x-Achse darstellen:

Gy ={(z,y) eR*|2® +¢y* <1, y < [z}

Das herausgeschnittene Kreissegment liegt
Yr 1 bei x = j:i2 mit der Hohe % Gy ist ein
Normalbereich beziiglich der z-Achse, der
dargestellt wird durch ¢ = —1, b = 1 und
fiir € [a,b] = [-1,1] durch

=T 0 T T
pi(z) = —V1-—a?
V1I—22 fire e [-1,—L]uL, 1]
-1 pa(z) = v 2

|| fir x € (—%,%)
Es ist nicht méglich, Gy als Normalbereich Beziiglich der y-Achse darzustellen, da es z.B. fiir
Y= % einen nicht-zusammenhingenden Bereich gibe, tiber den parallel zur z-Achse integriert

V3 1 1 V3 _ V3 V3

werden miisste: [—%°, —5] U [5, %5°] C [-%°, %5°].
Satz 4.4 (Doppelintegral auf Normbereichen)
1. Wenn f stetig auf dem Normalbereich
G=Gy,={(z,y) eR*|a<z<bund p1(z) <y < p2(2)}

ist, dann gilt pa(x)

//f(w,y)dAz/b | s
G a \o

1(z)
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2. Wenn f stetig auf dem Normalbereich
G=Gy={(z,y) eR’|c <y <dund¢hi(y) <z <a(y)}

ist, dann gilt

[ smaa- /d wjy)fu,y)dx dy
G c ¥1(y)

Beispiel 4.3

(i) Betrachte den Einheitskreis G = {(z,y) € R?|2? + y? < 1}. Wir wissen, dass G ein Nor-
malbereich sowohl beziiglich der x- als auch beziiglich der y-Achse ist. In diesem Beispiel
betrachte man

G=G,={(z,y) eR?| —1<y <1, P1(y) <z <ta(y)}

mit Y12(y) = F/1 — 32
Das zu integrierende Skalarfeld laute f : G — R mit f(z,y) = (z — y)?. Es gilt fiir das
Doppelintegral:

Iz//f(x,y)dA=/_ll /_;m—y)?dm ay
G

=:(y)

Fiihrt man zu néchst die Integration nach z aus, er erhélt man in Abhingigkeit von y:

1—y2
1 =2
= g(fﬁ —y)’
/142
1 1 ,|VITY
= 22’ — 2Py + 2y’ — oy
3 37 | iy

2 4
= g\/l_y2+§y2\/1_y2
Dieses Zwischenergebnis ist iiber y zu integrieren:
/2 4,
= 1= [ GV VI
-1
Per Substitution lassen sich die beiden folgenden Stammfunktionen finden:

1
e ohne Vorfaktor: / Wdy =5 (y 1—y2+ arcsin(y)) tc

1

e quadratischer Vorfaktor: /y2\/ 1—y2dy = 3 <y(2y2 - Dv1—y*+ arcsin(y)> t+c

Unter Nutzung dieser beiden Stammfunktionen findet man nun direkt

1 4 1

1
(y 1—y?+ arcsin(y)) = (y(2y2 —DV1—-y?+ arcsin(y)) =

21 N
-1 3 8

N
32

oS

72



(ii) Man betrachte das bereits zuvor diskutierte Gebiet

Gy = {(z,y) e R?|a? + 3> < 1, y < Ja[}
In der Diskussion der Geometrie von Gy hat sich gezeigt, dass Gy als Normalbereich beziiglich

der z-Achse geschrieben werden kann, nicht aber als Normalbereich beziiglich der y-Achse.
Es gilt:

Gy =Gy ={(z,y) eR?| =1 <2 <1, pi(z) <y < pa(x)}
mit den z-abhéngigen Integrationsgrenzen der zweiten Variable y:

p1(z) = =1 — 22
V1 —22 firz 1 1 1
‘;02(1') { 1‘:C| f N [ - \/?] Ul[ 2’1]

firz e (——, =

27 V2
Das zu integrierende Skalarfeld laute f : G — R mit f(x,y) = 2%y2. Es gilt fiir das Doppelin-
tegral:

1 w2 (z)
1= //$2y2dA:/ / 2?y? dy | da
£ -1 \Je1(z)
TN e
:/ ﬁ(/ x2y2dy>dx }A
1 Vi
T ||
—F/\/27 (/ x2y2dy)dx }B
-5 \/-Vi-a?
1 V1—x2
—i—/ / 222 dy | de C
= \J-Vi-=2?

V2

_ 1
EsistA:/ v

-1

Die Beitrage zum Integral I = A+ C + B werden im Folgenden nun schrittweise ausgewertet:

(z) dz zu berechnen mit

V1—z2 1 V1—z2
I(x) —/ ?y? dy = —2%y°
Vi—a? 3

2
= g2 (1 — $2)
—V1—z? 3
Es folgt unter Verwendung der Stammfunktion

1
/x2(1 - 332)% dz = 5 (a:(—?) + 142”4 8z*) /1 — 22 + Sarcsin(:z)> +c
und der Auswertung arcsin(—%) = —7 das gesuchte Integral:

1 1
- ~ 7 2 —4
= A:/ ﬁf(ﬂC)da::/ ﬁgxz(l—x)%dx ST
-1 -1

288
1
. Vi~ :
Esist B = / I(z) dz zu berechnen mit
1
L
~ || 1 z|
I(x :/ x2y? dy 2y




Da I(x) eine gerade Funktion ist, folgt fiir den gesuchten Beitrag

1 1
B:/ﬁ 'f(:c)dx:2/ﬁ§(x5+x2(1—x2)
1

1 1
2 (V2 2 (V2 :
:/ﬁxf’dx—i—/ﬁx?(l—ﬂ)gdw
3 Jo 3 Jo
_i+37r+4
72 288

Das zweite Integral ergibt sich unter Nutzung der selben Stammfunktion, die bei der
Berechnung des Beitrags A zum Einsatz kam, aber unter Berticksichtigung der hier

vorliegenden Grenzen.
1
Es ist C = I(xz)dx mit identischem I(x) wie beim Beitrag A. Da der Integrand

1

vz
I(z) = 22%(1 — 2?)

N|w

) da

3
2 eine gerade Funktion ist, ergibt sich aus der Symmetrie sofort

3r—4
C=A=
288

= Fasst man alle Beitrége fiir das gesuchte Integral zusammen, so findet man abschlieSend:

I:A+B+C:2A+B:;—2

Polarkoordinaten bei Doppelintegralen‘

Integriert man eine Funktion f : K — R, die auf einem Kreis K mit Radius ry > 0 definiert ist, so
ldsst sich mittels Polarkoordinaten das Doppelintegral oft deutlich vereinfachen. Eine &hnliche
Beobachtung gab es bei der Diskussion der Hohenlinien im Beispiel

Kartesische Darstellung von K

Polardarstellung von K

Yaro

i gy r

/ \K:Gm K=Gp
70

T
T0o 0 T0

g ; ¢

2
To

Integrationsbereich ist Rechteck, K = Gp, d.h.
Integration in ¢- bzw. r-Richtung kann un-
abhéngig voneinander erfolgen.

Integrationsbereich ist Normalbereich beziiglich
x-Achse, K = G, d.h. die Integration in y-
Richtung ist abhingig von z.

Die Gegeniiberstellung des Integrationsbereich K in kartesischen Koordinaten und Polarkoordina-
ten zeigt, dass die geometrische Komplexitét von der Wahl der Koordinaten abhéngt. Bei Doppelin-
tegralen ist also spezifisch fiir einen Integrationsbereich ein moglichst optimales Koordinatensystem
zu wihlen. Wahrend bei einem kreisférmigen Bereich die Integrationsgrenzen der kartesischen Ko-
ordinaten (x,y) voneinander abhéingig (linkes Panel in obiger Skizze), sind in Polarkoordinaten der
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Winkel ¢ und der Radius r zwei voneinander unabhéingige Dimensionen (rechtes Panel in obiger
Skizze). Anstelle von der Integration iiber einen Normalbereich ist ein kreisformiger Integrations-
bereich in Polarkoordinaten unter Verwendung von Satz zu behandeln.

Allgemein gilt fiir die Polarkoordinaten » > 0 und ¢ € [0, 27):

/ Fy) d(z,y) = / £(rcos(), rsin()) r d(r, )
el Gp

wobei

o Gp={(r,¢)|(rcos(p), rsin(p)) € G}
e z=rcos(p), y=rsin(p)
o dA =d(z,y) =dady =rd(r,¢) =rdrde

Beim Ubergang von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten ist insbesondere der Wechsel
des Integrationsmafles zu beachten: dxdy = rdrdep. Der zusédtzlicher Faktor r ist die Jacobi-
Determinante fiir Polarkoordinaten, die nach den anschliefenden Beispielen allgemein diskutiert
wird.

Beispiel 4.4

(i) Man betrachte einen Kreis K = {(z,y) € R?|2? + *> < 73} mit Radius 79 > 0. Sein
Flacheninhalt A = r%w ist elementargeometrisch bekannt und soll zunéchst unter Verwendung
von kartesischen Koordinaten und anschliefend mittels Polarkoordinaten berechnet werden.
Dazu ist die konstante Funktion f: K — R, f =1 {iber K zu integrieren:

Integration in kartesischen Koordinaten

r—ac2
A= //fxydA / / " 1dyde
—7r0 r—a;2
= 2 /12 — x2dx
/TOVO

:27%/ cos?(u) du
3

INIE]

1 L4
=23 . 3 [u + sin(u) cos(u)]?

Dabei wurde die Substitution « = rosin(u) mit de = r¢ cos(u) du genutzt.

Integration in Polarkoordinaten

A= //fxydA //1rd
/2”/ rdrdg

—27r/ rdr=rir v
0

Es zeigt sich, dass die Integration in Polarkoordinaten ebenfalls auf das erwartete Ergeb-
nis fithrt. Nach dem Wechsel des Koordinatensystems ergibt sich eine im Vergleich zu den
kartesischen Koordinaten einfachere Integration ohne Substitution und Beachtung etwaiger
Integrationsreihenfolgen.
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(ii) Man betrachte das Skalarfeld f : K — R mit f(z,y) = (z —y)?, das auf dem Einheitskreis K
definiert ist. Die Berechnung in kartesischen Koordinaten wurde bereits zuvor in Beispiel (1)
mit relativ grofem Aufwand durchgefiihrt. Nachfolgend zeigt sich, dass das selbe Ergebnis
unter Verwendung von Polarkoordinaten auch deutlich einfacher gefunden werden kann:

Driickt man f in Polarkoordinaten, = = r cos(y), y = rsin(p) aus, so gilt:

flay) = (z—y)? =2 +y* - 2ay
= fz(r,0),y(r, @) = 1° — 2% cos(p) sin(p)

Damit folgt fiir das gesuchte Doppelintegral

//f(x,y) dA = // (7“2 — 212 cos() sin(gp)) rd(r, )

K Gp
= /027T /01 (r* — 2r® cos(i) sin(p)) rdrdep
:/01 (7’3-27r+0)d7":

Bei der Ausfiithrung der ¢-Integrals ergibt sich aufgrund der 27-Periodizitét von cos(y) sin(y)
eine Stammfunktion, die ebenfalls 2m-periodisch ist. Da diese in den Grenzen ¢ = 0 und
@ = 27 ausgewertet wird, ergibt sich ein Beitrag von 0 fiir den zweiten Summanden des
Integranden. Da der erste Summand unabhéngig von ¢ ist, ergibt sich ausschliellich der
Faktor 2.

o

(iii) Man betrachte erneut das Skalarfeld f : Gy — R mit f(z,y) = 22y? auf dem nicht-konvexen
Gebiet

Gv ={(z,y) eR?[2” +y* <1, y <[af}
Im Beispiel ii) wurde sehr aufwéndig in kartesischen Koordinaten

_ 2 2 _ T
I—//xy dA—32
Gy

als Ergebnis gefunden. Ein Wechsel in Polarkoordinaten reduziert die Komplexitit des Dop-
pelintegrals wieder deutlich, wie im Folgenden dargestellt wird.

In Polarkoordinaten stellt sich das Gebiet Gy wie im rechten Panel gezeigt dar:

Y 1 Gy =Gg "
| P ——

Gy =Gp

) Q/l x we{o,g]U[%’zﬂ]
¥

-1 0" 0.257 0.757 or

Aus dem Einheitskreis sind die Punkte mit ¢ € (7, %’T) herausgeschnitten, weshalb sich in
Polarkoordinaten fiir ¢ ein nicht-zusammenhéngender Integrationsbereich ergibt. Dies ist fiir

die Integration in Polarkoordinaten entsprechend zu beriicksichtigen:

G, = [0, g] U [3;,%]
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Fiir das gesuchte Integral ergibt sich also

I_//fa:ydA //rcos )sin’ () rd(r, ¢)
//rcos ) sin?(o) dr dg

0082(4,0) sin2(<p) dp

s 1 27
/4 cos? () sin’ () dp + g ﬁ cos*(p) sin® () dep
0 3m

4
T 1 T 37r s
S i BV
6 32 + 6 <4 32> 32
Da der Integrationsbereich G, aus zwei disjunkten Intervallen besteht, ldsst sich das Integral
iiber ¢ als Summe darstellen. Im letzten Schritt kam bei der eindimensionalen Integration
nachstehende Stammfunktion zum Einsatz:

/ cos? () sin? () dz =

~ 3 sin(4zx) + ¢

OO\H

Hinweis zur weiteren Vereinfachung

Anstelle von ¢ € [0,27) ldsst sich der Definitionsbereich der Winkelkoordinate ¢ aufgrund
ihrer 27-Periodizitit etwa um 7§ auf ¢ € [7, %T) verschieben. Fiir die Geometrie des Integra-
tionsbereich Gy in Polarkoordinaten bedeutet dies, dass sich G, = [O, 4] U [3” 271] ebenfalls

verschiebt. Der alternative Integrationsbereich lautet dann

~ 3m 97
6= 7 7]

Der wesentliche Rechenschritt in obiger Integration stellt sich in diesem Fall wie folgt dar:

©

s
4

Erweiterung des mathematischen Werkzeugkastens: Die Jacobi—Matrix‘

Frage: Woher kommt bei den Polarkoordinaten der zusétzliche Faktor » beim Wechsel des Integra-
tionsmafles d(z,y) = rd(r,¢) = rdrde?

Antwort 1: Der Faktor r» muss aus Griinden der (physikalischen) Einheit auftreten.
Wenn man I = f | 1dz dy berechnet, so ergibt sich die Fliche von G, d.h. das Integral I besitzt

die Einheit m?; man schreibt [I] = m?. Dies gilt, da [dz] = m, [dy] = m, also [dz dy] = m?.

Wechselt man in Polarkoordinaten (7, ¢), so gilt [r] = m und [¢] = 1 (keine Einheit, reine Zahl).

Damit gilt [dr dg] = m, d.h. es handelt sich dabei nicht um eine Flidche, sondern um eine Lénge.

Mit dem zusitzlichen Faktor gilt [rdr dy] = m?.

Antwort 2: Aus der Betrachtung der (physikalischen) Einheit des Integrals I ergibt sich also die
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Notwendigkeit eines zusétzlichen Faktors einer Linge. Warum aber gerade r und nicht 5 oder 4277
Dazu betrachte man bei der Riemann-Summe die einzelnen Flédchenelemente in den beiden unter-
schiedlichen Geometrien:

I://ldxdy I://rdrdgo
G G

dy rde

dz dr

Die Grofle des Flichenstiicks ist unabhéingig Die Grofle des Flichenstiicks ist abhédngig vom
vom Abstand zum Ursprung. Abstand zum Ursprung.

Aus der Skizze ist die Geometrie der infinitesimale Flachenstiicke ersichtlich, die im Grenzwert der
Riemannschen Summe das Integral darstellen:

dA =dxdy =rdrde

Allgemeine Antwort: Der Wechsel von kartesischen Koordinaten zu Polarkoordinaten stellt eine
verallgemeinerte Substitution dar. Im eindimensionalen Fall ist dies bereits bekannt:

8 | 151" 56
/2\/2xdx :2/4 deu—[?)u] =3

4

(NI

Dabei wurde die Substitution u := 2z durchgefiihrt, aus der du = 2dx also do = % du folgt. Neben
verdnderten Integrationsgrenzen (x € [2,8] jedoch w € [4,16]) ist auch der Integrationsoperator
durch die Substitution verédndert worden: Es tritt ein zusétzliche Faktor % auf.

Bei der Polarkoordinaten tritt analog ein zusétzlicher Faktor r auf. Aufgrund der Substitution

x = rcos(p) =z(r,p)

y = rsin(p) =y(r )
~~ —_———
alte Welt neue Welt

berechnet sich die so genannte Jacobi-Matrix

0 (alte Welt)
0 (neue Welt)

d.h. im Falle von kartesischen Koordinaten (z,y) und einen Wechsel auf Polarkoordinaten (7, ¢):

=7 g - < cos(ip)  sin(p) >
g—g % —rsin(p) 7 cos(p)
Die Jacobi-Determinante ist die Determinante der Jacobi-Matrix |J| = det J. Durch sie ist im

allgemeinen der zusétzliche Faktor bestimmt, der bei einer Substitution von einem Koordinatensy-
stem in ein anders Koordinatensystem auftritt. Es gilt allgemein die Transformationsformel:

dA = dzdy = |J|drdgp|
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In der Tat findet man als Determinante im Falle von Polarkoordinaten:

det J = cos(g) - 7 cos(p) — (—rsin(ep) - sin(p)) = r(cos?(¢) +sin(¢)) =7 v

Beispiel 4.5

(i)

(i)

(iii)

Die Transformationsformel gilt auch fiir die bekannte Substitution in einer Dimension. Die
Variable x aus der alten Welt wird transformiert in die neue Welt durch u = 2z, also folgt
z = z(u) = Ju. Damit ist die Jacobi-Matrix gegeben durch: (in diesem einfache Fall nur eine
reelle Zahl, da R = R'*1)

0 (alte Welt) B Ox(u) 1

0 (neue Welt) ou 2

Mit der Transformationsformel ergibt sich:

1
dz = ]J|du:§du

Modifiziert man die Polarkoordinaten mit Streckungsfaktoren a,b > 0, so erhélt man ellip-
tische Koordinaten, die durch folgende Transformation gegeben sind:

x = racos(p)

y = rbsin(yp)

Die Jacobi-Matrix J € R2*2 lautet in diesem Fall

J:( cos(p)  sin(p) >

—rasin(p) rbcos(p)

also folgt fiir die Determinante det J = abr. Mit der Transformationsformel findet man also
fiir elliptische Koordinaten:
dA =dxdy = rabdrdep

Die Jacobi-Matrix, Jacobi-Determinante und Transformationsformel gilt allgemein fiir jede
Koordinatentransformation 7 : R™ — R™. Im n#chsten Kapital werden speziell fiir n = 3 die
Zylinderkoordinaten sowie Kugelkoordinaten eingefiihrt. Sie stellen ein wertvolles Werkzeug
bei der Berechnung von Dreifachintegralen dar.
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4.2 Dreidimensionale Bereichsintegrale (Zylinder- und Kugelkoordinaten)

Geht von 2D auf nD {iber, so bleiben bei Mehrfachintegralen Konzepte wie Rechtecksgebiete, Nor-
malbereiche, Transformationsformel etc. bestehen. Die Rechnungen erfolgen analog. Bei hcheren
Dimensionen gibt es aber mehr Moglichkeiten hinsichtlich Geometrie des Integrationsbereichs so-
wie den damit verbundenen Koordinaten. Fiir n = 3 werden in diesem Kapitel insbesondere Zy-
linderkoordinaten sowie Kugelkoordinaten eingefiihrt. Fiir ein Skalarfeld f : G C R? — R ist das

Dreifachintegral
][ #n.mav
G

als 4-dimensionales Volumen zwischen dem Graphen von f und dem Gebiet G zu interpretieren.

Bemerkungen:

1. Ist G = [ay,az] x [b1,b2] X [c1,c2] € R3 ein Quader, so gilt fiir stetige f : G — R:

// f(l‘,yyz)dVZ]Z /b2 72f(ﬂc,y,z)dx dy | dz =
G e ar

b1
as

b c2
:/ / /f(ac,y,z)dz dy | dz = ...
b1 c1

al

Die Integrationsreihenfolge ist bei quaderférmigen Integrationsbereichen frei wahlbar. Alle
3! = 6 Moglichkeiten fithren auf das selbe Ergebnis.

2. Im Fall eines (verallgemeinerten) Normalbereichs der Form

G = {(l’,y,Z) | ap < x < a2,(,01(l') <y< 902(53),71}1(93ay) <z< ¢2(l’7y)}

ist die Integrationsreihenfolge vorgegeben. Zuerst wird iiber die zweifach eingeschrénkte Va-
riable z, anschlieflend iiber die einfach eingeschriankte Variable y und zuletzt iiber die freie
Variable z integriert:

ax [ p2(z) [ Y2(zy)

// f(a;,y,z)dV:/ / / f(z,y,2)dz | dy | d=
G

ar \pi(z) \¥1(zy)
3. Analog zum 2D-Bereichsintegral gilt: Integriert man die konstante Funktion 1 iiber G, so

erhilt man das Volumen V des zugrundeliegenden Integrationsbereichs: [[[1dV = V.
G

Beispiel 4.6 Man betrachte den Quader Q = [, T] x [O 1] x [0, 2] mit Volumen V = 27. Fiir
die Funktion f: @ — R mit f(x,y,2) = (z — 2) exp(y — 22) gilt:

// fla,y,2)dV = /// eyz—zeyz)dzdydx

= / / 0—7‘(‘26722) eV dzdy
02 0
= /0 (—7726722) (e—1)dz

1

= Sle= /02 (—Qze**) dz = g(e 1) (et —1) ~ 2,65

Q

2
—e?? p=e -1
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Zylinderkoordinaten

Zylinderkoordinaten entsprechen iibereinander gestapelten
Polarkoordinaten. Zusétzlich zu (r, ) tritt die kartesische
z-Koordinate auf, die zusammen jeden Punkt im P eines
Zylinders eindeutig beschreiben.

Betrachtet man einen Zylinder mit Radius rg und Hohe h, so

sind horizontale Schnitte durch den Zylinder stets identische
Kreisscheiben mit dem gleichen Radius ry:

Z={(z,y,2) eR*|0<2? +¢y> <713, 0< 2 <h}
= {(r,0,2)|0<r<r, 0<p<2rm, 0<2<h}

Quelle: Wikipedia (angepasst)

Die Transformation von kartesischen Koordinaten zu Zylinderkoordinaten ist fiir die xz- und y-
Koordinate identisch zu den zweidimensionalen Polarkoordinaten, die z-Koordinate wird direkt
tibernommen:

x = rcos(p)

y = rsin(p)

z, = _ z
~~ e

alte Welt neue Welt
Es lassen sich die Jacobi-Matrix sowie Jacobi-Determinante der Zylinderkoordinaten bestimmen:
0 (alte Welt)  d(x,y, 2) cos(p)  sin(yp) 0

= = = - ' ()
d (neue Welt) (7, ¢, 2) rs(l)n(@) TCOS(SO) 1

[l =r
Allgemein gilt fiir die Zylinderkoordinaten r > 0, ¢ € [0,27) und 2z € R:

/// f(x,y,2)d(z,y, 2) = ///f(r cos(p),rsin(p), 2) rd(r, ¢, 2)
G i
wobei

o Gy ={(r,p,2)|(rcos(p),rsin(p), z) € G}

e z=rcos(p), y=rsin(p), z =2

o dV =d(z,y,2) =dedydz =rd(r,p,z) =rdrdedz
Beispiel 4.7

(i) Zunéchst soll das Volumen eines Zylinders Z mit Radius 79 > 0 und Hohe h > 0 unter
Verwendung der Zylinderkoordinaten berechnet werden. Das Volumen des Gebiets Z ergibt
sich durch Integration iiber die konstante Funktion 1:

h 27 0
V:///ldV:// / rdrdpdz
0 JO 0
,,,2

Z

Lo 2
= 27 - h | =T = T07Th \/
2
0
Durch das Dreifachintegral ergibt sich das elementargeometrische Volumen eines Zylinders.
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(ii) Man betrachte einen Kreiskegel fiir z € [0, h], dessen Radius mit wachsender Hohe gemé8

(iii)

T:r(z):ro—r—oz

h

abnimmt. Am Boden gilt 7(0) = rg, an der Spitze r(h) = 0. Der Kreiskegel lisst sich als
Normalbereich darstellen:

Kz{(r,gp,z)]OSzgh,O§g0<27r,0§r§ro—%oz}

Integriert man die konstante Funktion 1 iiber den Kreiskegel K, so ergibt sich sein Volumen:

h 27 ro—%z
V—///ldV—// / rdrdedz
o Jo Jo

K
o

h 1 TO— 3
= 27r/ I:T2:| dz
0 2 1o
—_—
7‘2 7‘2
:%(TS—QTOZ—&—}L%H)

1 r2 2 o
=27 - 3 [r%z — ﬁ022 + 3h0223] = grgwh v

Auch in diesem Fall ergibt das Dreifachintegral das elementargeometrische Volumen eines
Kreiskegels.

Mit Zylinderkoordinaten ldsst sich auch das Volumen einer Kugel mit Radius rg berechnen.
Dazu betrachte man fiir z € [—rg, 9] den von der Hohe abhéngigen Radius

r=r(z) =/r} — 22

Am Siid- sowie Nordpol der Kugel gilt 7(—79) = 7(rg) = 0, am Aquator ist der Radius
maximal r(0) = rg. Es gilt also:

K:{(x,yaz)GRg\x2+y2+z2§r§}
Z{(Ta%Z}!OSTS\/@, 0<p<2m, —rg<z<rg}

Integriert man die konstante Funktion 1 {iber die Kugel K, so ergibt sich ihr Volumen:

0 2m \/7"(2)—7
V:///ldV:/ / / rdrdpdz
% —r9 J0 0

w1 VA
=27 —r dz

2 1o

=27 v 1(7“2—2:2) 22%7’37'[' v
2" 30

—rQ

—70

Das Dreifachintegral liefert das elementargeometrische Volumen einer Kugel.

Bemerkung: Die Kugel K mit Radius r( ist in diesem Beispiel auch in kartesischen Koordina-
ten dargestellt. Es bleibt dem Leser iiberlassen, die Integration in kartesischen Koordinaten
auszuprobieren und anschliefend dariiber zu urteilen, in welchem Koordinatensystem das
Dreifachintegral leichter zu 16sen ist.
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Im Folgenden wird ein weiteres Koordinatensystem eingefiihrt, mit dem sich insbesondere das
Volumen einer Kugel noch einfacher berechnen lisst: | Kugelkoordinaten

/i\z

Mochte man Punkte in einer Kugel mit Radius
rg > 0 beschreiben, so eignen sich die Koordina-
ten (1,0, ¢):

K ={(z,y,2) eR’|0 < 2” + ¢y + 2> < rg}
={(r0,9)[0=r<r, 00 <7 0<p<2r}

Der Abstand eines Punktes wird durch die Koor-
dinate r beschrieben, 6 beschreibt die Abweichung
von der Polrichtung (geographische Breite) und ¢
den Azimutwinkel (geographische Lénge).

Quelle: Wikipedia (angepasst, CC BY-SA 4.0)

Die Transformation von kartesischen Koordinaten zu Kugelkoordinaten lautet:

€T = T‘Sln(e) COS((,O)
y = rsin(f)sin(p)
z = rcos(h)
<~
alte Welt neue Welt

Es lassen sich die Jacobi-Matrix sowie Jacobi-Determinante der Kugelkoordinaten bestimmen:

alte We T, 2 sin(6) cos(¢) cos(0) sin(y) cos(0)
_ 8 ( 1t Wi lt) _ a( 'Y, ) _ r COS(G) Cosc(p(p) r COS(@) smzfp) —Tr Sln(e)
0 (newe Welt) — 0(r.0,0)  \ _, Gn(0)sin(p) rsin(@)cos(p) 0

|J| = r%sin(0)

Allgemein gilt fiir die Kugelkoordinaten r > 0, 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27):

///(x,y,z) d(z,y,2) = /// f(rsin(f) cos(p), rsin(#) sin(y), r cos(6)) r? sin(8) d(r, ¢, 2)
! Gk

wobei

o G ={(r,0,p)|(rsin(f) cos(p), rsin(f) sin(p), r cos(d)) € G}

o = =rsin(f) cos(p), y = rsin(f) sin(p), z = rcos(d)

o dV =d(x,y,2) = dedydz = r?sin(0) d(r, 0, ¢) = r?sin(f) dr dd de
Beispiel 4.8

(i) Wie angekiindigt, lésst sich unter Verwendung von Kugelkoordinaten das Volumen einer Kugel
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mit Radius r¢ > 0 einfach berechnen:

V= ///1dV /ZW// r? sin(6) dr df dy

gro 27?/O sin(f) df = g'rg’ﬂ v

=2

(ii) Man betrachte f : R®\ {0} — R mit f(z,y,2) = %\/%?2) und die Einheitskugel K3
x24y2+2

als Integrationsbereich. Es gilt:

27 pm 11 r?
I:///f(x,y,z)dV:/ / / te -2 sin(f) dr df de
o Jo Jo r

27r
/ / / r+re” 5111(0) drdfde
—271/ sin(f d9/ r+re )dr:27re
0

-

=2 =

Nl

(iii) Ahnlich wie man von Polarkoordinaten zu 2D-elliptischen Koordinaten kommt, kénnen mit-
tels dreier Streckungsfaktoren 3D-elliptische Koordinaten definiert werden. Fiir a,b,¢ > 0

ist
r = arsin(f) cos(p)
y = brsin(f)sin(yp)
z = crcos(f)
N
alte Welt neue Welt

woraus sich iiber die Jacobi-Matrix J die Jacobi-Determinante ergibt zu:
|J| = r?abesin(h)

Damit ldsst sich das Volumen eines Ellipsoids £ mit den Halbachsen arg, brg und crg berech-

nemn:
" 2 y 2 p 2
E = R3| [ — = Z ) <1
{(z,y,2) € |<aro> +<br0> +<cr0> <1}

={(r,0,9)|[0<r<ry, 0<0<m, 0<¢p<2n}

Integriert man die konstante Funktion 1 iiber F, so ergibt sich das elementargeometrische
Volumen eines Ellipsoids:

27 T 0
V:///l dV:/ / / r2abesin(6) dr df de
2w
= abc - / / / r?sin(9) dr df dy = froabmr v
_4.3
=37
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4.3 Anwendungen: Rotationskérper und Schwerpunkte

Es gibt zwei unterschiedliche Mdoglichkeiten, im dreidimensionalen Raum einen Rotationskérper zu
erzeugen. In beiden Fillen betrachtet man den Graphen einer Funktion f : [a,b] — R, der um die
x- bzw. y-Achse rotiert wird:

1) Drehung um die z-Achse

2) Drehung um die y-Achse

Es ist a < b vorausgesetzt. Esist 0 < a < bund f(z) > 0 vorausgesetzt.

Der entstehende Mantel schliet den Rotationskorper ein, dessen Volumen sich durch Zylinderko-
ordinaten beschreiben lésst:

ad 1) Das Volumen G bei Drehung um die x-Achse lésst sich beschreiben durch

G=A{(rp,2)[0<r <[f(2)], ¢ €[0,27), 2 € [a,b]}

Das Volumen von G ist also

bor2m rlf(o)l
V:///ldV:// / rdrdedz
a JO 0
G

P /ab [;wlﬂx)l dz — ﬂ/ab(f(x))Qd:c

ad 2) Das Volumen G bei Drehung um die y-Achse lisst sich beschreiben durch

G={(r,e,2)|0<a<r<b pel0,2r), y€l0,f(r)}

Das Volumen von G ist also

b r2r pf(r)
V:///ldV:// / rdydedr
& a JO 0

:27T/b7"f<7")d7’= 27r/b:vf(x)d:1:

Satz 4.5 (Volumen von Rotationskdrpern)

1. Durch Rotation der Fliche, die durch den Graphen der Funktion f : [a,b] — R, die Geraden
x = a, x = b und die z-Achse begrenzt ist, um die x- Achse entsteht ein Kérper mit Volumen

b

V= Tr/(f(x))Qdac

a
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2. Essei 0 < a < b. Durch Rotation der Flédche, die durch den Graphen der Funktion f : [a,b] —
[0,00), die Geraden x = a, x = b und die z-Achse begrenzt ist, um die y-Achse entsteht ein

Korper mit Volumen
b

V:27r/:nf(x)dx

a

Bemerkung: Gibt es Schnittpunkte des Graphen von f mit der Drehachse, so sind die Vorzeichen
der einzelnen Teilvolumina fallbezogen festzulegen.

Beispiel 4.9

(i) Bereits in vorherigen Beispielen wurde das Volumen einer Kugel mit Radius r9 > 0 berech-
net. Im Folgenden sollen zwei Varianten vorgestellt werden, mit denen sich die Kugel als
Rotationskorper darstellen lasst.

a) Rotation um die z-Achse

Betrachte f : [~rg,70] — R mit f(z) = /r3 — 22, dessen
Graph um die z-Achse rotiert wird: Yy

0 2
V_T('/ < r%—aﬂ) dz
—ro
:W/TO (’r‘(2)—$2) = %777‘8 v
o 3
b) Rotation um die y-Achse
Betrachte f : [0,79] — R mit f(z) = /r2 — 22, dessen

Graph um die y-Achse rotiert eine Halbkugel ergibt: Yy (@)
1
Vv ro
— = 27T/ z\/13 — 22 dx
2 0 1
4 -1 ol 1

1 37"
:>V:47T'|:—3(T(2)—SL'2)2:| =3 v
0

(ii) Man betrachte fiir f : K — R mit dem Kreis K = {(z,y) € R?|2? 4+ y* < r¢} die Funktion
Fz,y) = (@ +97)

— Diese Graph dieser entspricht der Mantelfliche einer Pa-
raboloids mit Hohe h und dortigem Offnungsradius ro dar.

Frage: Welches Volumen liegt innerhalb des Paraboloids?

Idee a) Zylinderkoordinaten

Idee b) Rotationskorper aus Box (Zylinder) herausschneiden

a) Mit Zylinderkoordinaten lésst sich das Paraboloid beschreiben durch
P={0<z<h, (ne,z)|¢eel0,2r), 0 <r <¥(2)}

wobei die obere Integrationsgrenze von r sich aus der Bedingung

Freos(p),rsin(p)) = — 12 = 2
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zu

r= roﬁ = ()

ergibt. Damit folgt fiir das Volumen P des Paraboloids:

h 2w pip(2)
P:///ldV:// / rdrdepdz
o Jo Jo

P
h ro\/%
1 h
= 277/ [Tﬂ = Ergh v
o L2 ]y 2

Dieses Ergebnis bestétigt das elementargeometrische Volumen eines Ellipsoids.

b) Man betrachte alternativ die Mantelfliiche des Paraboloids, das durch Rotation der Funk-
tion g : [0,70] — Ry mit g(z) = r%a:Q um die z-Achse entsteht. Mittels Satz (2)
0
berechnet man das Volumen unterhalb des Rotationskérpers. Um das Volumen ober-
halb zu erhalten, muss man es aus der zylinderférmigen Umgebung (Box) mit Volumen
VBox = r(2)7rh herausschneiden:
T0 h T0 T
V = VBox — 27T/ zg(x)de = r2nh — 27 - — 2?dx = ~r¢h
0 7"0 0 2

Hinweis: Bei der Rechnung fallt auf, dass das Ergebnis ,zufillig gerade die Hélfte der
Box ist, aus der der Rotationskorper herausgeschnitten wird. Das Volumen oberhalb
sowie unterhalb der Mantelfléiche ist also gleich grof.

Im Kapitel [1| dieser Vorlesung wurde im Satz die Berechnung von Schwerpunkten von Flidchen
homogener Dichte vorgestellt. Mit den Methoden der mehrdimensionalen Integralrechnung lésst
sich dieser Ergebnis verallgemeinern. Die beiden folgenden Sétze zeigen, wie sich die Koordinaten
des Schwerpunktes einer Flidche oder eines Volumens mit inhomogener Dichte berechnen lassen:

Satz 4.6 (Schwerpunktsberechnung mit Doppelintegralen)

1. Gegeben sei eine Fliche G C R? mit Dichtefunktion p: G — Ry
Dann gilt fiir die Koordinaten zg,ys des Schwerpunkts von G:

1 1
xS://xp(:c,y)dA und yS://yp(x,y)dA
m m
a G

wobei m = // p(x,y) dA die Masse von G ist.
G

2. Falls die Dichte p konstant ist, dann vereinfachen sich die Formeln zu

xgzil//xd/l und yszjl//ydA
G G

wobel A = / / 1 dA der Flacheninhalt von G ist.
G
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Satz 4.7 (Schwerpunktsberechnung mit Dreifachintegralen)

1. Gegeben sei ein Kérper G C R? mit Dichtefunktion p: G — R{.
Dann gilt fiir die Koordinaten (x;)g (¢ = 1,2,3) des Schwerpunkts von G:

(xi)g = ;///xz p(x1, e, x3)dV
G

wobel m = /// p(x1,x2,23)dV die Masse von G ist.
G

2. Falls die Dichte p konstant ist, vereinfachen sich die Formeln zu (i = 1,2, 3)
(x;) —1///a:~dV
i) — Vv %
G

wobel V = /// 1 dV das Volumen von G ist.

Bemerkung: Aus dem letzten Satz lisst sich leicht die Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen
n €N, d.h. fir G C R” und p : G — R, mit n-fachen Integralen formulieren.

Beispiel 4.10
(i) Essei G = {(r,y) € R?|0 <y <1 — |z|} mit Dichteverteilung
p:G =R, pla,y) =y*(1—a?)

Je grofler der Abstand von der y-Achse ist, umso
geringer ist die Dichte. Je héher der Wert der y-
Koordinate, umso hoher ist auch die Dichte.

Aus der Symmetrie p(—z,y) = p(z,y) auf dem
Gebiet G ist zu erwarten, dass xg = 0 gilt.

Unter Beriicksichtigung der Flanken y = 1 4+ x und y = 1 — x des Gebiets G lésst es sich als
Normalbereich beziiglich der y-Achse schreiben:

G=Gy={(z,y) eR*[0<y<1l,y—1<z<1-y}

T = ;//xp(lny) dA

G
1 1 1—y
:/ / y4x(1—x2)dxdy:0
m Jo y—1
=0

Die Integration nach z fiihrt zu einem verschwindenden Integral, da ein ungerader Integrand
iiber ein zur Null symmetrisches Intervall integriert wird (1 —y = —(y — 1)).

Damit folgt:
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Fiir die y-Koordinate des Schwerpunkts ergibt sich zunéchst

1
= //yp(x,y)dfl
m
G
1 1 1-y
—/ / v’ (1 — %) dx dy
m.Jo Jy—1

_g( 3_3y242)

5
8

_ 2
3m// y = 3y"+2°) dy = 108m

Die Masse berechnet sich analog mit einem Integranden, der einen Faktor y weniger enthélt:

mz//p(x,y)dfl
G

= ( )—2/1(y7—3y6+2y4)dy—9
o 3 Jo 140
e e e 1 . ) 175
Insgesamt ergibt sich fiir die y-Koordinate des Schwerpunkts: yg = —— = — =~ 0,72
108m 243

Man betrachte eine Kugel mit Radius rg > 0, deren Dichte abhiingig ist von geographischen
Breite ist:
p:[0,7] = RE, p(6) =2— cos(f)
z Je weiter nordlich man sich in der Kugel befindet,
umso geringer ist die Dichte. Die héchste Dichte
liegt am Siidpol, die niedrigste am Nordpol:

x p(0) =1 < p(0) < p(m) =3

Aufgrund der Symmetrie der Kugel und einer
Dichte, die nur von 6 abhéngt, ist zu erwar-
ten, dass die x- sowie y-Komponente des Schwer-
Querschnitt fiir y =0 punkts verschwinden.

Die Masse der Kugel ergibt sich unter Verwendung von Kugelkoordinaten mit Jacobi-Determinante
|J| = r?sin(0) zu:

m:/K//p(x,y,z)dvz/OTO/O%/;@—COS(Q 2sin(0) Ao dp dr

]
8

1 s
=27 3r8’/ (2sin(0) — cos(0) sin(f)) dO = 5777“8
0

= [—2 005(9)—% sin? (9)}3:4

Die z- und y—Komponenten des Schwerpunkts verschwinden erwartungsgemif. Mit der
Transformation in Kugelkoordinaten x = rcos(¢)sin(f) und y = rsin(y) sin(f) ergibt sich
wieder mit der Dichtefunktion p(#) und der Jacobi-Determinante:

—i xzp(x,y, 2
xs—m/K// p(z,y,z)dV

_ % /0 " /0 2” /0 " 1 cos() sin(0) - (2 — cos(0)) - 12 sin(8) df dipdr = 0
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Das Integral verschwindet sofort bei Integration nach ¢ € [0,27), da der Integrand den 27-
periodischen Faktor cos(y) enthélt.

Analog ergibt sich fiir die y-Komponente:

:;///yp(w,y,Z)dV
K

:% /0 h /0 7 /O " sin(e) sin(8) - (2 — cos(8)) - rsin(6) d0 dg dr = 0

Das Integral verschwindet sofort bei Integration nach ¢ € [0,27), da der Integrand den 27-
periodischen Faktor sin(y) enthélt.

Fiir die 2-Komponente findet man zunéchst:

zg = ;///zp(m,y,z)dV

1 2
= / / / r cos(f —cos(f)) - r¥sin(6) df de dr
m
= i —rg 277/ (2 cos(0) sin(#) — COS2(9) sin(@)) do = —LmA
m 40 0 3m °
[ o0+ co 0] =3
1
Insgesamt ergibt sich zg = ——m"é = —20 d.h. der Schwerpunkt befindet sich in der unteren

Halbkugel und relativ nahe am Mlttelpunkt der Kugel.

Weiterfithrende Bemerkung: Dieses Ergebnis fiir zg héngt tatsédchlich nur davon ab, wie sich
die Dichte vom Siidpol zum Nordpol hin verdndert.

Genauer: Betrachtet man fiir ein beliebiges a > 1 (Dichten koénnen nicht negativ sein) die
verallgemeinerte Dichte p,(0) = a — cos(f), so findet man unabhingig von a das gleiche
Ergebnis fiir zg. Dies ergibt sich aus dem letzten Integral, das sich fiir p,(f) anstelle von
p2(0) darstellt als:

" : 2 : a 2 (YN 2

(acos(9) sin(g) — cos®(8) sin(d)) df = |— cos*(0) + = cos(0)| = —=

0 2 3 o 3
Das Ergebnis ist unabhingig von a, da sich cos(7) und cos(0) nur um das Vorzeichen unter-
scheiden, d.h. da cos?(7) = cos?(0) = 1 gilt.

90



5 Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind ein duflerst weitlaufiges Gebiet der Mathematik mit Anwendungen in
allen/den meisten Wissenschaftsbereichen:

e Physik: Maxwell-Gleichungen, Schrodingergleichung, . . .

e Chemie: Radioaktiver Zerfall, Diffusionsgleichung, ...

e Wirtschaft: Logistische Differentialgleichung, Black-Scholes-Gleichung, . ..
e Geographie: Seismische Wellen, ...

Wihrend bei einer Gleichung eine Zahl x gesucht wird, ist bei einer Differentialgleichung nach einer
kompletten Funktion y gesucht:

Gleichung Differentialgleichung
o 2227 -8=0 o J(x) =y(x)
Losung: 1 = —2, 20 = 4 Losung: y(z) = a - e* mit a € R
e sin(x) = cos(x) o (Y () =y(x)-1
Losung: x € {7 + k7 |k € Z} Losung: y(z) =1+ (z + a)? mit a € R

Definition 5.1 Eine Gleichung der Form

y(n) = f(x7 y? y/7 A 7y(n71))

mit einer Funktion f : R — R fiir eine gesuchte Funktion y und ihre ersten n Ableitungen
vy, ...,y" sowie ihr Argument x heifit gewohnliche Differentialgleichung (DGL) der
Ordnung n. Man spricht auch von einer DGL n-ter Ordnung.

Eine n-mal differenzierbare Funktion y : I C R — R, z — y(x), heift Losung der DGL, falls fiir
alle z € I gilt:

y " (z) = f(z,y(),y (@),...,y" V(@)
Die allgemeine Losung einer DGL ist die Menge aller Losungen der DGL.
Werden zusitzlich zur DGL fiir ein 2y € R die Funktionswerte y(zo), v (o), ...,y D(zo) € R

vorgegeben, so spricht man von einem Anfangswertproblem (AWP).

Werden zusétzlich zur DGL fiir 21, ..., z, € R die Funktionswerte y(x1),...,y(z,) € R vorgegeben,
so spricht man von einem Randwertproblem (RWP).

Bemerkung: In dieser Vorlesung werden ausschliellich gewohnliche Differentialgleichungen betrach-
tet. In den oben genannten Anwendungen hat man es allerdings oft mit so genannten partiellen
Differentialgleichungen zu tun. Das sind Differentialgleichungen, bei denen die gesuchte Funkti-
on y von mehr als einer Variable abhéngt. Gesucht sind in diesem Fall Funktionen y = y(x1, ..., zy),
die durch Beziehungen von partiellen Ableitungen beschrieben werden.

Beispiel 5.1 Fiir die einfithrenden Beispiele gilt:
(i) ¥'(z) = y(x), d.h. f = f(z,y) =y, also handelt es sich um eine DGL 1. Ordnung

(i) (v/(z))? =y(x) — 1, d.h. f = f(z,y) = £4/y — 1, also handelt es sich ebenfalls um eine DGL
1. Ordnung
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(iii) Eine DGL 2. Ordnung ist beispielsweise gegeben durch y”(z)

f(x7yvy,) =y - iy

= y'(2) — jy(z), dh. f =

Die Losung ergibt sich zu y(z) = ae? + bze? fiir alle a,b € R. Durch Einsetzen der Losung

kann diese getestet werden:

y'(2) =

1 = @ 1 z
iaef + bez + §bxe§

= —aez + ibe% + §be% + beef
1 = 1 = © 1 1 z
= —qe2 — Zaei +bez + §bx€2 — beei
1

Frage: Das Testen von vorgeschlagenen Losen ist einfach, aber wie findet man Losungen von DGLs?

— Eine allgemeine Antwort darauf gibt es nicht. Uber die Klassifizierung von (gewthnlichen)
DGLs lassen sich jedoch in vielen Féllen maf3igeschneiderte Lésungen finden. Ein solches Vorge-
hen findet auch bei Gleichungen Anwendung, vgl. die Losungsformel fiir quadratische Gleichungen.

5.1 Differentialgleichungen 1. Ordnung

Differentialgleichungen 1. Ordnung

sind solche, bei denen auf der linken Seite der Definition [5.]]

nur eine erste Ableitung der Funktion y auftritt (n = 1):

mit einer Funktion f: D C R? — R.

v =flzy) ()

Fiir eine Losung y der DGL gibt () in jedem Punkt (z,y(z)) € R? die Steigung der Tangente an

den Graphen von y an.

Einen Uberblick iiber die Losungen von (x) erhélt man durch das sogenannte Richtungsfeld der
DGL. Dazu zeichnet man in jedem Punkt (x,y) € R? einen Pfeil mit Steigung f(z,y). Die Lésungen
der DGL (x) verlaufen dann tangential zu den im Richtungsfeld gezeichneten Richtungen.

I AR AR
//f////;/ ’f/ /’f/, A AR
/// //// // /// /\\\\w%\\/ﬂ//&\&%/\

= AT
\\\\\\\\\\ W AVAVIAY
\\\\\\\ \ \\,\\\\\ f l‘/ff/ll\ff /f,/\
WA RARNAN AT
ALLAARS \\\\\\\\ AR R

Richtungsfeld der DGL ¢/ =y
mit allgemeiner Losung (a € R)

T

y(z) = ae

Richtungsfeld der DGL 3y = sin(2z)(y? + 1)
mit allgemeiner Losung (a € R)
cos(2x))

y(z) = tan (a — %
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Spezialfall: Separable Differentialgleichungen‘

Eine spezielle Klasse von DGLs 1. Ordnung sind so genannte separable Differentialgleichungen.
Dieser Typ liegt vor, falls sich die DGL in der Form

y' = g(z)-h(y)

mit zwei Funktionen g und h schreiben lasst. Der erste Faktor ist dabei eine Funktion ausschlieflich
von z, der zweite Faktor eine Funktion ausschliellich von y. Das zugehdorige Losungsverfahren heif3t
Trennung der Variablen:

Losungsverfahren (1. Schritt):

Fiir h(y) # 0 kann man eine separable DGL umformen zu

Integration beider Seiten nach x ergibt zunéchst

[t == [ o

und mit Hilfe von Substitution y = y(z), d.h. dy = y/(x) dz, ldsst sich die linke Seite als Integral

nach y darstellen:
1
——dy = /g z)dx
/ h(y) )

Durch Bestimmung von Stammfunktionen auf beiden Seiten der Gleichung und Auflésung nach y
(wenn moglich) erhélt man die Menge der nicht-konstanten Losungen der DGL.

Losungsverfahren (2. Schritt):

Losungsverfahren (3. Schritt):
Jede Nullstelle von h, d.h. jedes yp € R mit h(yp) = 0, liefert noch eine konstante Losung der DGL:

y(z) = yo fiir allex € R

Die allgemeine Lésung der DGL ist die Menge aller nicht-konstanten Losungen zusammen mit
der Menge aller konstanten Losungen.

Beispiel 5.2
(i) ' = f(z,y) = y ist eine separable DGL. Es folgt:

Fiithrt man die Integration aus, so ergibt sich:

Infy(@)|+ca=2+c
< Inly(x)|=x+c2—c1 =z +c (Differenz zweier Integrationskonstanten)
& |y(@)|=e"TC=¢" e =be” fiiralleb>0
=:b
& y(z) = £be® = ae® fiir allea # 0
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(i)

(iii)

Als nicht-konstante Losungen erhilt man also y(x) = ae® fiir alle a # 0.

Die konstanten Losungen erhélt man als Nullstellen des y-abhéngigen Faktors: y = 0. Diese
einzige konstante Losung kann in die Darstellung der nicht-konstanten Lésungen fiir a = 0
integriert werden. Insgesamt ergibt sich also die allgemeine Lésung der DGL zu:

y(x) = ae® fiir allea € R

Betrachtet man das zweite einfiithrende Beispiel dieses Kapitels, (/)2 = y — 1, so ldsst sich
dies fiir y > 1 umschreiben als:

v =flzy)=+/y-1
Aus dieser separablen Darstellung folgt:
Yy =%Vy-1

/
Y =1 firy#1

Vy—1
y/
s :t/ dx:/ldx
Vy—1
1
& i/dy:/ldm
Vy—1

Fiithrt man hier die Integration aus, so ergibt sich:

£2/y—1+ca=x+c

& 4dly—1)=(x+c—c1)?=(x+a)?® (Differenz zweier Integrationskonstanten)

& =+

= y(:r)zl%—%(:n—l—a)?Zl fiir allea € R

Dies stellt die nicht-konstanten Losungen dar.

Zusétzlich ist y = 1 die konstante Losung der DGL. In diesem Beispiel lésst sich die konstante
Losung nicht in die Darstellung der nicht-konstanten Losungen integrieren.

y' = flz,y) = sin(22)(y* + 1)
Fiir den y-abhingigen Faktor gilt 4> + 1 > 1, d.h. es gibt nur nicht-konstante Losungen. Die
Trennung der Variablen fithrt auf folgende Integralgleichung;:

dy .
/1 TR /sm(2x) dz

Also ergibt sich mit einer beliebigen Konstante a € R:

arctan(y) — a = —3 cos(2x)

& y(z) = tan (a — & cos(2z))

y' = f(z,y) =sin(y)
Hier treten Nullstellen bei y = yr = k7w mit & € Z auf. Abseits dieser Nullstellen, also fiir
Yy # Y, ergibt die Trennung der Variablen:

/Si:?y):/ldx

Das Integral auf der rechten Seite ergibt x 4 ¢ mit einer beliebigen Konstante ¢ € R. Fiir
die linke Seite ist ein etwas komplizierteres Integral zu bestimmen. Mittels Additionstheorem
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sin(a=+b) = sin(a) cos(b)Ecos(a) sin(b) fiir a = b = 4 sowie dem trigonometrischen Pythagoras
im Zé&hler ergibt sich:

1 1 :cos2(%)+sin2(%) _1<cos(g) sin(é’))
sin(y) ~ 2sin(§)cos(§)  2sin(§)cos(§) 2 \sin(j) = cos(§)

Damit folgt fiir das Integral auf der linken Seite:

/ sij?y) N / (5;22

Zusitzlich gibt es die konstanten Losungen y(x) = y = km fiir alle k € Z.

5.2 Lineare Differentialgleichungen

Definition 5.2 Eine Differentialgleichung der Form
Y™ 4 a1 (2)y" Y + L+ ar(@)y + ao(x)y = b(z)

mit Funktionen b und a; fiir 0 <4 <n — 1 heif}t lineare Differentialgleichung der Ordnung n
(n-ter Ordnung).

Falls die sogenannte Storfunktion b(x) = 0 konstant Null ist, dann heifit die lineare DGL homogen,
andernfalls inhomogen.

Man nennt
y™ 4 a1 (@)y ™V L+ ar(@)y + ao(z)y =0

die zu obiger Differentialgleichung zugehorige homogene DGL.
Bemerkungen:

e Das Beispiel y” =y’ — 1y ist eine homogene lineare DGL 2. Ordnung:

1
" /

—y 4+ -y=0
Yy Yy 4y

ag=-1, ay=-, blx)=0

e Von den vorherigen Beispielen gab es nur eine einzige lineare DGL (ndmlich ¢’ = y mit
der Exponentialfunktion als Losung), alle anderen DGLs waren nicht-linear.
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Satz 5.3 Die Losung y einer inhomogenen linearen DGL n-ter Ordnung ist von der Form

Y =Ys+ Yn,

wobei y; eine spezielle Losung der inhomogenen DGL und y; die allgemeine L&sung der
zugehorigen homogenen DGL ist.

Die Menge der Losungen einer homogenen linearen DGL n-ter Ordnung ist ein Vektorraum der
Dimension n.

Es gibt also n linear unabhéngige Basislosungen y1, ..., ¥, so dass die allgemeine Losung y;, der
homogenen linearen DGL folgende Form hat:

yp(x) = Cryi(x) + ... + Cpyn(z) (Ch,...,Ch €R)

Bemerkung: Der Formalismus bei linearen Gleichungen und linearen DGLs ist sehr dhnlich:

Lineare Gleichung Lineare Differentialgleichung
AT =7 mit A e R y™ a1 (2)y "V 4 4 ag(x)y = b(x)
mit Losung & = &5 + @, mit Losung vy = ys + yp,

(gemif | Ingenieurmathematik 1¢, Satz 3.31) (gemaf , Ingenieurmathematik 2*, Satz

Homogene Losung lisst sich in Homogene Losung lésst sich in
n-dimensionaler Basis darstellen: n-dimensionaler Basis darstellen:

Fn=Y Ml yn(x) = Crye()
k=1 k=1

Satz 5.4 (Variation der Konstanten)
Die allgemeine Losung y der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung

Y +a(z)y = b(x)
ist
y(@) = ys(@) +yn(z) = (Cla) + C)e ),
wobei
A(z) eine Stammfunktion von a(z),
C(x) eine Stammfunktion von b(z)eA®) und

C € R eine Konstante ist.

Bemerkung: Die in dem Satz genannte allgemeine Losung ldsst sich durch Einsetzen in die Diffe-
rentialgleichung testen:

Y (z) = C'(2)e @) — C(2)e ™A@ A (2) — Ce @) A ()

= b(z)et@ =A@ _ (C(z) + C)a(z)e ™A@
= b(z) — a(z)(C(z) + C)e 4@
=b(z) —a(@)y(z) v
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1
Beispiel 5.3 ' + = — ist fiir  # 0 eine lineare DGL 1. Ordnung.
x

Es ist a(z) = 12211 und b(z) = 2, also

A(x)—/a(x)dx—/ 24y — In(a® +1)

2 +1
Ferner ist fiir eine spezielle Losung eine Stammfunktion zu finden fiir

1

b(z)et®) = i(3111(’““2“) - (22 +1) =1+ =

22 2

Es folgt also

Insgesamt ergibt sich fiir die Losung;:

y(z) = (C(z) + C)e 4@ = <x — % + C) 9521—1—1
2 —
- % mit C € R

‘ Spezialfall: Lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koefﬁzienten‘

Falls a(z) = a € R konstant ist, d.h. falls eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten vorliegt,
v + ay = b(z) ,

dann kann die spezielle Losung ys(x) durch einen geeigneten Lésungsansatz in Abhingigkeit
von der Storfunktion b(x) ermittelt werden wie sie in der nachstehenden Tabelle zusammengestellt
sind:

Spezieller Losungsansatz fiir lineare DGLs 1. Ordnung

Storfunktion b(x) Lésungsansatz ys(x)
prn(x) = by + b1z + ... + bpz” gn(z) =do+diz + ...+ dpa™
. ek —
pu() - €h qn(z) - € falls k # —a

z-qn(z)- e falls k = —a

oder qn(x) - cos(wz) + ryp(z) - sin(wx)

oder (qn(2) - cos(wx) + 7y (7) - sin(wz)) - eF*

mit gegebenen Parametern bo, by, ..., by, k,w € R bzw. gegebenem Polynom p,(x) vom Grad n
und zu bestimmenden Parametern do,...,d, € R bzw. zu bestimmenden Polynomen g, (z),(z)
vom Grad n
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Beispiel 5.4 y'—2y = (22+1) cos(x) ist eine lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Esist a = —2 und b(x) = pa2(z) cos(z), wobei pa(z) ein Polynom zweiten Grades ist. Die allgemeine
Losung der DGL lautet

y(@) = ys(z) + yn(2)
und setzt sich aus einer speziellen Losung ys(x) und einer homogenen Losung yp, (z) zusammen. Der
Ansatz fiir die spezielle Losung lautet geméf obiger Tabelle g(x) cos(x) + r(z) sin(x), wobei ¢(z)

und r(z) zu bestimmende Polynome zweiten Grades sind. Ferner erhélt man die homogene Losung
der DGL, d.h. fiir b(z) = 0, durch Trennung der Variablen.

Homogene Losung
Es gilt:

/

y —2y=20

/

S Yy =2y

1
= /dy:/ldx firy #0
2y

Lost man die Integrale, so ergibt sich

11 ly| + &
—In c=ux
9 )
& |yl = =% mitcecR

& y=ae®® mita#0

Zusammen mit der konstanten Losung y = 0 lassen sich alle homogenen Losungen darstellen als
yn(z) = ae®® mit a € R.

Spezielle Losung

Laut Tabelle ist fiir die spezielle Losung ys(x) = g(x) cos(x) + r(z) sin(x) anzusetzen mit

q(x) = age® + byx + ¢,

r(z) = apz® + bz + ¢
Dies ist die allgemeine Form von zwei Polynomen zweiten Grades mit sechs Koeffizienten (aq, b,
cq und a,, by, ¢,), die im Folgenden zu bestimmen sind. Dies erreicht man, indem der Ansatz in die

DGL eingesetzt wird, woraus Bedingungen an die Koeffizienten abgeleitet werden kénnen. Es gilt
mit der Produktregel:

yi(x) = ¢ (z) cos(x) — q(z) sin(z) + r'(x) sin(z) + r(z) cos(x)
= (2a42 + by) cos(x) — (agx® + byx + ¢4) sin(z)
+ (2a,x + by) sin(z) + (a,2* + bz + ¢;) cos(
= [a,2® + (2aq + by)x + (bg + ¢)] cos(z)
+ [—aqz® + (—bg + 2a,)x + (—cq + by)] sin(x)

x)

L b(z) + 2ys = (2% + 1) cos(z) + 2ys

In der Rechnung wurden ausschlieflich die allgemeinen Ansitze fiir ¢(z) und r(z) genutzt und
nach gemeinsamen sin- bzw. cos-Faktoren gruppiert. In der letzten Zeile fordert man, dass die
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DGL y' — 2y = (22 + 1) cos(z) fiir die spezielle Losung y; erfiillt ist. Fiir dieser Forderung lisst sich
erneut der Ansatz fiir y,; verwenden:
(2% 4+ 1) cos(z) + 2ys(x)
=(x? + 1) cos(z) + 2(q(x) cos(z) + r(x) sin(z))
=(2% 4 1) cos(z) + 2(agx® + by + ¢4) cos(z) + 2(ayz? + byx + ¢,) sin(x)
= [(1 + 2a4)2” + 2bgx + (1 + 2¢4)] cos(x)
+ [2@,@:2 + 2b,x + QCT] sin(z)

Dabei wurden die Terme wieder nach gemeinsamen sin- bzw. cos-Faktoren gruppiert. Die Forderung,
dass ys die DGL erfiillt, fithrt auf insgesamt sechs Bedingungen an die unbekannten Koeffizienten.

Zunéchst fiir die cos-Strukturen:
ar =1+ 2a,
2aq + by = 2b,
by +cr =14 2¢

Ferner erhilt man aus den sin-Strukturen:

—ag = 2a,
—bg + 2a;, = 20,
—cq + by = 2¢,

Es ergibt sich fiir die sechs unbekannten Koeffizienten ein lineares Gleichungssystem AZ = b mit

= (aqabmcq»ar»bracr)—r
b=(1,0,1,0,0,0)"
-2 0 0 1 0 0
2 -2 0 0 1 0
0 1 -2 0 0 1
A=19 0 0 -2 0 o0
0 -1 0 2 -2 0

Mittels GauB-Algorithmus ist die Inverse A~! zu bestimmen, sodass ¥ = A~} berechnet werden

kann. Es ergibt sich:
e 2 6 54 1 8 47\'
T=A""b= T EY T oY Hor’ E’or’ 19F
5" 25 125°5 257125
Fiir die spezielle Losung, die mit dem Ansatz ys(x) = q(z) cos(x) + r(x) sin(z) gefunden wurde,

ergibt sich also:
2 6 54 1 8 47
ys(x) = (—5x2 ~ 5% + 125) cos(x) + (51’2 + 357 + 125) sin(x)
Allgemeine Losung
Fasst man die homogene und spezielle Losung zusammen, so lautet die allgemeine Losung der
Differentialgleichung:

2 6 o4 1 8 47
y(x) = ys(z) +yn(x) = <—5:c2 ~ 5% + 125) cos(x) + <5x2 + TR + 125) sin(z) + ae*”

mit einem freien Parameter a € R. Dieser lisst sich im Rahmen eines Anfangwertproblems (AWP)
oder Randwertproblems (RWP) festlegen.
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Spezialfall: Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koefﬁzienten‘

Als lineare Differentialgleichung 2. Ordnung erhélt man allgemeinF_U]
y" +a1(@)y’ + ao(z)y = b(x)

Im Folgenden werden statt allgemeiner Funktionen nur konstante Koeffizienten zugelassen sein:
a1(z) =a; € R und ap(x) = ap € R.

Die Losung y einer linearen DGL 2. Ordnung (mit konstanten Koeffizienten)
Y" + a1y’ + aoy = b(x)

mit ag,a; € R und einer Funktion b(x) ist gegeben als
y(x) = ys(x) + yn(2),

wobei ys(z) eine spezielle Losung der inhomogenen DGL und yp,(z) die allgemeine Losung der zu-
gehorigen homogenen DGL ist.

Homogene Lsg. einer linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Die homogene Losung yp,(z) der zugehorigen homogenen DGL erhilt man mithilfe der Nullstellen
A1, Ao des charakteristischen Polynoms

X(A) == A% + a1\ + ag

Es sind drei Félle zu unterscheiden (Cy,Cy € R):

Fall 1: Unterschiedliche reelle Nullstellen, d.h. A1, Ao € R mit A # Ag:

un(x) = C1eN* + O

Fall 2: Gleiche reelle Nullstellen, d.h. A1, A2 € R mit A\; = Ao:

yn(x) = C1eM® + Coze®

Fall 3: Zwei verschiedene komplexe Nullstellen, d.h. A\;, Ao € C = A\; mit \; = a+ib, \o = \; = a—ib
mit b # O:
yn(z) = C1e* cos(bx) + Care*” sin(bx)

Spezielle Lsg. einer linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wie auch bei den linearen DGLs 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten lésst sich die spezi-
elle Losung iiber einen Ansatz entsprechend nachstehender Tabelle finden. Neben der Struktur
der Storfunktion b(x) sind im Falle von linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
auch die Nullstellen \; des charakteristischen Polynoms x(A) beim Aufstellen des Ansatzes zu
beriicksichtigen:

10Fs gibt berithmte Beispiele fiir diesen Typ von DGLs: Hermitesche DGL, Laguerresche DGL, Legendresche DGL.
Mit diesen DGLs ist jeweils eine Klasse von Polynomen assoziiert, die z.B. in der Quantenmechanik Anwendung
finden, aber nicht Teil dieser Vorlesung sind.
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Spezieller Lésungsansatz fiir lineare DGLs 2. Ordnung

Storfunktion b(x) Losungsansatz ys(x)

falls 0 keine Nullstelle von x () : ¢, ()
() falls 0 einfache Nullstelle von x(A) : z - ¢, ()
falls 0 doppelte Nullstelle von x()) : 22 - g, ()

falls k keine Nullstelle von x()) : gn(z) - €

pn(z) - b falls k einfache Nullstelle von x(\) : z - g, () - €*®
falls k& doppelte Nullstelle von x(\) : 22 - g, (z) - ¥
falls iw keine Nullstelle von x () :
pn(x) - cos(wx) gn(z) - cos(wz) + () - sin(wz)
oder
pn(z) - sin(wz) falls iw Nullstelle von x(A) :

z - (qn(x) - cos(wz) + rp(z) - sin(wz))

falls k + iw keine Nullstelle von /() :

pn(z) - cos(wx) - ek® (qn(2) - cos(wx) + 7y () - sin(wx)) - ek
oder
pn(z) - sin(wz) - ek falls k 4 iw Nullstelle von () :

z - (qn() - cos(wz) + 7 () - sin(wz)) - eF*

mit gegebenem Polynom p,(r) vom Grad n bzw. gegebenen Parametern k,w € R und zu bestim-
menden Polynomen gy (z),r,(z) vom Grad n. x(A) ist das charakteristische Polynom der DGL.

Zusammenfassung: Uberblick der vier Methoden zur Losung von DGLs

Abschnitt DGL 1. Ordnung

e Allgemein: Richtungsfeld zur Visualisierung

e Spezialfall 1: Separable DGL 1. Ordnung = Trennung der Variablen
Abschnitt 5.2} Lineare DGL

o Allgemein: Strukturaussage y(z) = yn(z) + ys(x) (Satz

e Spezialfall 2: Lineare DGL 1. Ordnung = Variation der Konstanten (Satz
e Spezialfall 3: Lineare DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

yp, = Trennung der Variablen
ys = Ansatz nach Storfunktion (siche Tabelle)

e Spezialfall 4: Lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

yn, = Charakteristisches Polynom y(\) und dessen Nullstellen A1, Ay
ys = Ansatz nach Storfunktion und Nullstellen A\;, A\ (sieche Tabelle)
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Anwendungsbeispiel: Die Schwingungsdifferentialgleichung

Abschlielend zum Kapitel [5| steht die Schwingungsdifferentialgleichung im Fokus der Diskussion.
Sie ist eine in der Physik duflerst prominente gewohnliche Differentialgleichung 2. Ordnung und
kann zur Beschreibung vieler Systeme genutzt werden. Sie enthélt einen Parameter zur Démpfung,
0 > 0 sowie einen zweiten Parameter wy > 0, der die Eigenfrequenz der ungeddmpften Schwingung
darstellt:

i 4 209 + wiy = b(t)

Zu bestimmen ist die zeitabhéngige Funktion y(t). Dabei bezeichnet ¢ bzw. {j die erste bzw. zweite
Ableitung nach der Zeit. Die Storfunktion b(t) wird manchmal als externer Antrieb der Schwingung
bezeichnet.

Teil 1: Freie geddmpfte Schwingung

Die freie geddmpfte Schwingung ist die oben beschrieben Schwingung ohne externen Antrieb, d.h.
es ist b(t) = 0. Ihr charakteristisches Polynom ist

X(A) = A2 + 200 + W}

mit den Nullstellen

—26 + /462 — 4w?
A2 = d 25 w0:—5:|:\/52—w(2)

Abhéngig von den Parameters 6 > 0 und wy > 0 sind drei verschiedene Fille zu unterscheiden:
e Fall 1.1: § > wp, d.h. zwei (unterschiedliche) reelle Nullstellen
e Fall 1.2: § = wq, d.h. eine doppelte reelle Nullstelle
e Fall 1.3: § < wp, d.h. zwei (unterschiedliche) komplexe Nullstellen

Fall 1.1: Starke Dampfung

Fiir die Konstellation § > wy spricht man von einer starken Dampfung. Man erhélt zwei unterschied-
liche reelle Nullstellen des charakteristisches Polynoms, \j o = —4 £ /62 — w§ < 0. Die Losung der
DGL lautet in diesem Fall:

y(t) = Cw*“my + Cgef(éf\/my

mit zwei unbekannten Konstanten Ci,Cy € R, die durch ein AWP oder RWP bestimmt werden.

y(t)
Der typische zeitliche Verlauf dieser Losung spiegelt die 2
starke Dampfung im Form einer monoton abfallenden Funk-
tion wider. Dies ergibt sich aus den negativen Vorfaktoren 1
in den beiden Exponenten.
(In der Skizze ist C; = Co =1 und § =2, wp = 1.)
i % =t
0 1 2 3

Fall 1.2: Aperiodischer Grenzfall

Ist die Dampfung gerade die Eigenfrequenz der ungedémpften Schwingung, é = wg, so erhéilt man
eine doppelte Nullstelle A; 2 = —0 = —wp < 0. Die Losung der DGL lautet in diesem Fall:

y(t) = Cle_wot + Cgte_wot = (01 + CQt)e_th

mit zwei unbekannten Konstanten C1,Cy € R, die durch ein AWP oder RWP bestimmt werden.
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Der typische zeitliche Verlauf dieser Lésung ist durch die
Ausprigung eines Maximums gekennzeichnet. Das Maxi—

mum wird zur Zeit tpax = wio gl erreicht, was fiir wy < 14
positiv ist.

(In der Skizze ist C; = 3, Co =5 und § = wp = 2.)

Fall 1.3: Schwache Dampfung

Im Falle einer schwachen Démpfung, d.h. 0 < § < wy erhélt man zwei unterschiedliche komplexe

Nullstellen:
)\12——51\/52—%] —5:&2\/00(2)—52

—_————
=:ws>0

= A2=—-0Fiws
Die Losung der DGL lautet also in diesem Fall:
y(t) = e (C} cos(wst) 4+ Co sin(wst))
mit zwei unbekannten Konstanten Ci,Cy € R, die durch ein AWP oder RWP bestimmt werden.

y(t)
24\

Diese Losung stellt eine Schwingung mit reduzierter Fre-
quenz 0 < ws = \/wj — 6% < wo dar, deren Amplitude 1

aufgrund des Vorfaktors e % exponentiell geddmpft ist. /\

Im Grenzfall einer verschwindenden Démpfung, § — 0, /\

t
erhédlt man eine harmonische Schwingung, deren Frequenz 0 \/ \/ \/ \/4

die Eigenfrequenz ist: ws — wyp.
(In der Skizze ist C; =1, Co =2 und § = % wo = 2m.) T

Teil 2: Harmonisch angeregte geddmpfte Schwingung

Fiir den zweiten Teil der Diskussion betrachte man eine Storfunktion b(¢) in Form einer harmoni-
schen Schwingung b(t) = bsin(wt):

§j + 269 + wiy = bsin(wt)

Dabei ist b > 0 die Amplitude und w die duflere Antriebsfrequenz, die von der Eigenfrequenz wy
als zusétzlicher Parameter zu unterscheiden ist.

Fall 2.1: Theoretischer Fall einer verschwindenden Dampfung

Alle realen Systeme besitzen eine Form von Dampfung, die z.B. durch Reibung verursacht wird.
Mathematisch kann der idealisierte Fall eines harmonisch angeregten Systems mit verschwindender
Dampfung betrachtet werden. Die zugehorige Schwingungsdifferentialgleichung lautet

§j + wiy = bsin(wt)
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Die zugehorige homogene Losung ist aus der Diskussion des Falls 1.3 bereits bekannt:
yh(t) =C4 COS(th) + Csy Sin(th)

mit den beiden Konstanten C,Cs € R.

Neu zu diskutieren ist die spezielle Losung, fiir die sich aufgrund der Inhomogenitit ein Ansatz
ergibt, der von den Nullstellen des charakteristischen Polynoms abhéngt. Es ist

X(A) = A+ wi
woraus sich die folgenden Nullstellen ergeben:
)\172 = :i:in ; W

Abhéngig davon, ob iw eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms x(\) ist, ergibt sich ein
anderer Ansatz fiir die spezielle Losung:

cos(wt) + rsin(wt falls w #£ w
ys(t)—{ q ( ) ( ) 7& 0

gt cos(wt) + rtsin(wt) falls w = wp

Die Ansétze ergeben sich aus der Stérfunktion b(t) = bsin(t), wobei b > 0 eine Konstante, d.h. ein
Polynom nullter Ordnung ist. Entsprechend sind entsprechende Polynome nullter Ordnung anzu-
setzen, d.h. Konstanten ¢, € R. Um die Differentialgleichung zu erfiillen, ist die zweite Ableitung
des Ansatzes zu bestimmen:

ia(t) = { —quw? cos(wt) — rw? sin(wt) falls w # wo

w[(2r — qtw) cos(wt) — (2¢q + rtw) sin(wt)] falls w = wy

Fiir jeden der beiden Fille fiir ys(¢) sind die Konstanten ¢, € R separat zu bestimmen, also
unterscheidet man:

e w # wy: Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt in diesem Fall:
2 2 . 2 2 . ! .
((—qw” cos(wt) — rw” sin(wt)) + (wiq cos(wt) + wir sin(wt)) = bsin(wt)

Vergleicht man hier die Vorfaktoren der Kosinus-Terme und der Sinus-Terme, so erhilt man
wieder zwei Bedingungen:

b

) —qu?+wig=qwi—w?) =0 < ¢=0
wz)b = T:W

1) —rw? + w%r = r(w% —

Der Nenner von r darf aufgrund der Voraussetzung 0 < w # wy stets gebildet werden.

e w = wy: Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt in diesem sogenannten Resonanzfall:
w [(2r — qtw) cos(wt) — (2q + rtw) sin(wt)] + wiqt cos(wt) + wirt sin(wt) < bsin(wt)

Vergleicht man hier die Vorfaktoren der Kosinus-Terme und der Sinus-Terme, so erhélt man
wieder zwei Bedingungen:

2 !
I) w@2r —qtw) + wigt =2rwo=0 < r=0

) w(—2q — rtw) + wirt = —2qw SN g=—=

2w

In der Rechnung wurde explizit die Bedingung w = wg genutzt.
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Es ergibt sich also fiir die spezielle Losung:

i(t) % sin(wt) falls w # wy
s = 0
Y — 2 cos(wt)  falls w = wy

Fall 2.2: Realistischer Fall mit endlicher Dampfung

Es verbleibt der Fall einer endlichen Dadmpfung § > 0 zu diskutieren. Die zu 16sende DGL lautet
§j + 269 + wiy = bsin(wt)

Die homogene Losung ist wieder aus der vorangegangenen Diskussion im Fall 1 bekannt. Fiir die
spezielle Losung ist das charakteristische Polynom

X(A) = A2+ 200 + Wl

zu betrachten, das folgende Nullstellen besitzt:

—26 + /462 — 4w?
Ao = 5 wO:—(Siy/(V—wg

Fiir den betrachteten Fall einer endlichen Démpfung 6 > 0 gilt stets A\; 2 # iw, was sich aufgrund
der unterschiedlichen Realteile ergibt:

ReMi2 #0 aber Reiw =0
Daraus ergibt sich der folgende Ansatz fiir die spezielle Losung;:
ys(t) = g cos(wt) + rsin(wt)

wobei ¢,r € R zu bestimmende Parameter sind. Fiir die DGL sind die erste und zweite Ableitung
des Ansatzes zu bestimmen:

Js(t) = —qw sin(wt) + rw cos(wt)
ijs(t) = —qw? cos(wt) — rw? sin(wt)
Damit die DGL erfiillt ist, muss also gelten:
- . !
§s(t) + 26ys(t) + WOyS(t) = bsin(wt)
& —qw cos(wt) — rw? sin(wt ) + 25qw sin(wt) + 207w cos(wt) + wiq cos(wt) + wir sin(wt)
[ qw? + 26rw + woq] co
+ [—rw? — 20qw + wir] sin(wt) = < bsin(wt)

Vergleicht man auch hier die Vorfaktoren der Kosinus-Terme und der Sinus-Terme, so erhélt man
wieder zwei Bedingungen:

) (w3 —w?)q+ 26wr 20
!

) —25wq + (W} —w?)r=1>

Dies lésst sich als Matrixgleichung schreiben

wg — w? 26w q\ (O
20w wi-w?)\r) \b
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und 16sen:

q\  [(wi-w? 20w /0

r) | —20w Wi —w? b
B 1 wd —w? 20w 0
T (W - w?)2 440202 | 20w wi—w?) \b

B b —20w
T (R - w?)? 446202 \wj — w?

Fiir die spezielle Losung folgt somit:

—2bdw cos(wt) + b(wi — w?)
(W — w?)? + 46%w? (wE — w?)? + 462w?

ys(t) = sin(wt)

Zusammenfassende Diskussion der Ergebnisse

(i)

(iii)

Fiir alle Ddmpfungen ¢ > 0 ldsst sich die Lésung der homogenen DGL, d.h. fiir b(¢) = 0, in
allen drei Féllen des ersten Teils der Diskussion schreiben als

yn(t) = e F(t;0,w)

Die Schreibweise verdeutlicht, dass die Struktur der homogenen Losung einen exponentiellen
Vorfaktor gefolgt von einer Funktion F'(¢), die zudem von den beiden Parameters § und wy
abhéngt, beinhaltet. F' ist spezifisch fiir jeden der drei Fille, jedoch gilt stets
: 1 -t . —
Jim gy (t) = lim e™"F(#56,00) = 0

Betrachtet man nun fiir die inhomogene Differentialgleichung, d.h. b(t) # 0, so ergibt sich fiir
die allgemeine Losung

y(t) = ys(t) + yn(t)

im Grenzwert grofler Zeiten:
y(t) —— ys(t)

t—o00

Dies bedeutet, dass langfristig die allgemeine Losung durch die spezielle Losung dominiert
wird. Nach einer charakteristischen Zeit (,, Einschwingzeit“) ist der antreibende Storterm maf3-
gebend fiir die Losung der DGL.

Betrachtet man die spezielle Lésung fiir den idealisierten Fall einer verschwindenden Dampfung
(Fall 2.1 mit 6 = 0) so ist zu erkennen, warum der Fall, w = wy, als Resonanzfall bezeichnet
wird: Die Amplitude A(t) wéchst linear in der Zeit:

bt bt
ys(t) = om0 cos(wot) = %0 cos(wot + m) = A(t) cos(wot + )
Hierbei wurde das globale Minuszeichen als Phase 7 in das Argument des Kosinus gezogen.
Die Anregung in diesem idealisierten Fall fiihrt also zu einem System, das mit einer iiber
alle Schranken wachsenden Amplitude schwingt und damit zu einer Zerstérung des Systems
fithrt, was als Resonanzkatastrophe bezeichnet wird: tlim A(t) = 0.
—00

Betrachtet man die spezielle Losung des realistischen Falls mit endlicher Ddmpfung (Fall 2.2),
so lasst sich eine Uberlagerung zweier harmonischer Schwingungen erkennen. Diese lésst sich
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mit geeigneter Amplitude und Phasenverschiebung durch eine einzelne harmonische Schwin-
gung darstellen:

—2bow cos(wt) + b(wd — w?)
(wE — w?)? + 45202 (wE — w?)? + 45202

ys(t) = sin(wt)
Z A sin(wt + @)

wobei man fiir die Amplitude A und Phasenverschiebung ¢ ﬁndetE-]

b
\/(wg — w?)? + 46%w?

wg — w?
( = 27 — arccos 0
V(WwE — w?)? + 46202

Folgt man der Fallunterscheidung, so findet man:

A:

e Fiir den Spezialfall w = wy ergibt sich im realistischen Fall aus y,(t) = A - sin(wt + ¢):

b oer b
ys(t) = %50 sin(wt + ) = 550 cos(wt + ) 550, cos(wt) v

Man sieht, dass die Amplitude A invers proportional zur Ddmpfung § > 0 sowie zur
externen Antriebsfrequenz w > 0 ist.

e Fiir alle anderen Félle w # wy betrachte man die Amplitude A = A(w) der speziellen
Losung des realistischen Falls. Da ¢ > 0 gilt, gibt es keine divergente Amplitude wie sie
im idealisierten Fall 2.1 mit § = 0 aufgetreten ist:

b
V(W2 — w?)2 + 462w2

A=Alw) =

Die Frequenz, bei der die Amplitude A(w) ihr Maximum erreicht wird als Resonanzfre-
quenz wp bezeichnet. Mittels Differentialrechnung findet man:

b
Aw) < ——— ist maximal < w=wp = /w2 — 252
TN mE D

Vergleicht man die Resonanzfrequenz mit der reduzierten Frequenz ws = \/wg — 42, die
im Fall 1.3 aufgetreten ist, so findet man unter der Voraussetzung wgr € R:

0 <wp<ws<wy (fallswr € R)

Die Resonanzfrequenz wp ist also stets kleiner als wg, welche wiederum stets kleiner als
die Eigenfrequenz der ungedémpften Schwingung wy ist. Es ist dabei zu beachten, dass
WR = A /w% — 202 womdglich rein imaginér ist, was fiir ws € R aufgrund der fallbezogenen
Restriktion 0 < § < wqg nicht auftreten kann.

"¥ergleiche hierzu das Projekt 2 der Vorlesung , Ingenieurmathematik 1¢.
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A Projekte

Projekte dienen der Wiederholung und Anwendung der spezifischen Kapitelinhalte. Eine ei-
genstindige Bearbeitung sei vor der Durchsicht der Losungsvorschlidge empfohlen.

A.1 Projekt 1 - Stochastische Anwendungen der Integralrechnung

In diesem Projekt zum Kapitel [1| ,JAnwendung der Integralrechnung einer Verénderlichen[* werden
insbesondere Beispiele aus der Stochastik vorgestellt und notwendige Begriffe dafiir kurz eingefiihrt.

Einfiihrung eines neuen Begriffs: Es gibt reelle Funktionen f : D C R — R, deren Integral iiber
die gesamte Definitionsmenge D genau 1 = 100% ist. Eine Funktion f(z) > 0 mitEI Jp f(z)dz =1
heifit Dichtefunktion und wird vor allem in der Stochastik verwendet, die sich mit der mathema-
tischen Wahrscheinlichkeitsrechnung beschéftigt.

Aufgabe 1  Uberpriifen Sie, dass die drei nachstehenden Funktionen (mit ihren individuellen
Definitionsbereichen D) Dichtefunktionen sind:

(a) f:]0,1] = R, mit f(x) = 322

(b) f:[0,00) — R, mit f(z) = Ae™** fiir einen Parameter A > 0

n

(¢) f:la,00] = Rmit f(z)=n- fiir zwei Parameter n,a > 0

$n+1

Noch ein neuer Begriff: Unter einer Zufallsvariable (ZV) X € R kann man sich eine Zahl
vorstellen, die nicht berechnet werden kann, sondern die man ,,messen® muss und daher mit einer
Unsicherheit verbunden ist. Zum Beispiel kann die Wartezeit an der Kasse eines Supermarktes eine
Zufallsvariable X > 0 definieren. Weitere Moglichkeiten fiir Zufallsvariablen sind die Korpergrofie
eines Menschen, die Anzahl von PKW auf einem Parkplatz zu einer bestimmten Uhrzeit oder die
individuelle Zahl von vollstéindig gelosten Ubungsaufgaben innerhalb eines Semesters.

An dieser Stelle steht nicht die mathematische Modellierung von Zufallsvariablen im Fokus, sondern
das Zusammenspiel mit einer womoglich vorliegenden Dichtefunktion. Liegt eine solche Dichtefunk-
tion f fiir die Zufallsvariablen X vor, so nennt man fiir £ € Ny das Integral

M, ::/Da:kf(a:)dm

das k-te Moment der Zufallsvariable. Einige dieser Momente kennen Sie vielleicht:
e Das erste Moment M; einer Zufallsvariable heift Erwartungswert: F[X] := M;

e Als Varianz bezeichnet man die Kombination Var(X) := My — M? von Momenten.

!Die Schreibweise J 1 bezeichnet dabei die Integration iiber den gesamten Definitionsbereich. Beispielsweise ist fiir
D = [a,b] die Integration [, = ff gemeint, fir D= {z € R: |z| > 1} gilt [, = [T () + [7°().
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Aufgabe 2 Gegeben Sei eine Zufallsvariable X mit Dichte f(z) = Ae™** mit Definitionsbereich

D =
(a)

[0,00) und Parameter A > 0 zugrunde liegt.

Berechnen Sie den zunichst den Erwartungswert sowie anschliefend die Varianz einer Zu-
fallsvariable X.

Uberlegen Sie auf Basis des Ergebnisses fiir M;, wie der Parameter A interpretiert werden
kann. Als Kontext kénnte fiir die ZV X z.B. die Wartezeit an der Kasse darstellen.

Spiiren Sie in Threr Rechnung in Teilaufgabe a) die nachstehende Identitét auf:

2
My =3 -0,

Zeigen Sie auch, dass fiir das dritte Moment M3 = %‘Mg gilt und bestimmen Sie anschliefend
eine allgemeine Rekursion, indem Sie einen Vorfaktor C' finden, sodass

My =C - My

gilt. Nutzen Sie abschlieend dieses Ergebnis, um einen expliziten Ausdruck fiir das k-te
Moment Mj, der obigen Dichtefunktion f(x) = Ae™** anzugeben.

Aufgabe 3 Erweiterung des Werkzeugkastens - Vorbereitung der Fourier-Analysis

(a) Zeigen Sie zunéchst, dass fiir @ > 0 und Parameter k,l € R gilt:

/ " cos(kz) sin(iz) dz = 0

—a

Hinweis: Diese Identitit kann ohne explizite Rechnung nachgewiesen werden.

(b) Zeigen Sie ferner fiir Parameter k,l € R mit |k| # |/| die nachstehenden Identitéten:

ksin(k lz) — lcos(kx) sin(l
Ioo(z; k1) = /cos(kx) cos(lx)dzx = sin(kz) cos( ig — l;OS( @)sin(la) +c

Isin(k lx) — k cos(kx) sin(!
Iss(z5 k1) := /Sin(kx) sin(lz) dx = sin(kz) cos( xk)2 — l;%( @)sin(la) +c

Hinweis: Nutzen Sie die folgenden trigonometrischen Formeln:

(x)  cos(a)cos(B) = = (cos(a — B) + cos(a + )
(%) sin(a)sin(f) =
(xx%) sin(a)cos(B) = = (sin(a — B) + sin(a + 3))

(cos(a — B) — cos(a + )

NI RN RN

(¢) Weisen Sie abschlieflend fiir k,! € N die nachstehenden Identitéten nach:

1 0, firk#1
W/ cos(kx) cos la:)d:c—{ 1. fir k=1
1 0, furk#1
7T/ sin(kx) sin la:)dx—{ 1. firk =1
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Im Folgenden wird ein Lésungsvorschlag fiir das Projekt vorgestellt

Aufgabe 1 Eine Dichtefunktion f: D — R muss zwei Eigenschaften besitzen:

e Nicht-Negativitit: f(x) > 0 fir alle x € D
e Normierung: / flz)dz =1
D

(a) f(x) = 32z% mit D = [0, 1] ist eine Dichtefunktion, da gilt:
e f(x)>0

d 324 No=1 v
o/Df(x):p—/O x x—[:):]o—

(b) f(xz) =Xe ™ mit A >0 und D = [0, 00) ist eine Dichtefunktion, da gilt:

e flx)20 v
/ f(z)dx = / e M dx = [- e*)‘x]go = wlbngo (—e*)“”) -(-1)=1 Vv
(¢) flx)=n- F mit n,a > 0 und D = [a, 00) ist ebenfalls eine Dichtefunktion, da gilt:
() >0 Vv

a” n_—n100 . a"
/f da:—/ nxnﬂdx:[—aa: ]a :xlggo(—ﬂ>—(—1):1 v

Aufgabe 2 Das k-te Moment (k € Ng) einer Zufallsvariable X mit Dichtefunktion f ist

M, ::/Da:kf(a:)dm

Der Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariable berechnet sich als
e Erwartungswert: E[X]| := M;
e Varianz: Var(X) := My — M? (h#ufig als ,, Verschiebungsformel“ bezeichnet)
Fiir diese Aufgabe ist f : [0,00) fiir A > 0 die Dichte aus der ersten Aufgabe: f(z) = Ae™*.

(a) Erwartungswert

Mithilfe partieller Integration ergibt sich (u = x, v = f(x)):
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Varianz

Fiir das zweite Moment findet man unter Nutzung einer zweifachen partiellen Integration:

MQZ/ IL‘2f(£U)d:L‘:/ 2% Ne N dx
D 0

00 o0
= gl +/ 27 - e M dx
—_— o
=0
2 oo >
_ _X:ES—AJ: i +/O Xe—kx dz
0
2 _M]‘X’ 2 2
= |——e =0—-(—-—=)=—=
] =0 (- %)= %
Also gilt fiir die Varianz:
2 1 1
Var( ):MQ—M%_F ﬁ_ﬁ

Interpretation von A

Betrachtet man fiir die Zufallsvariable X z.B. die zufillige Wartezeit an der Kasse, so ist ihr
Erwartungswert E[X] = }, also z.B. E[z] = 5 Minuten. Damit beschreibt

1 1

)\ = =
E[X]  5Minuten

die inverse erwartete Wartezeit.

Im Allgemeinen zeigt das Ergebnis fiir E[X], dass der Parameter A den inversen Erwar-
tungswert (die sog. Rate) der Zufallsvariable X mit obiger Dichte f bezeichnet.

(b) Fiir My wurde in Teilaufgabe a) zweifach partiell integriert, was aufgrund der Vorarbeit
beziiglich M; gar nicht notwendig war. Nach der ersten partiellen Integration fiir My kann
das noch ausstehende Integral auf das erste Moment zuriickgefiihrt werden. Dies folgt aus der
zweiten Zeile der obigen Rechnung in Teilaufgabe a):

oo o0 2
My=(...)= 21 - e M dx = Zzde Mdx
A
0 0

2

Fiir das dritte Moment findet man analog:

Mgz/x?’f(a:)dx:/ 2% Ne M dx
D 0

= —gle™ N Oo—l—/ 322 e M dx
—_— o
=0
:/0 i~:r2)\e_’\xdx:i/0 .’B2f(l‘)d$:§~M2 v
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Ebenso erhélt man fiir allgemeines k& € N:
(0.9}
My, = / 2 f(x)de = / ¥ Ae M dz
D 0

o0
= +/ kb1, e M dg
0

_ 7xke—>\x

0
=0

ko k—1y -a k/ k—1 k
/0 N2 Ae M dx A " f(x) dx N M1 v

Fiir die allgemeine Rekursion M, = C - Mj_; findet man:

k k
M, = X'Mk_l, also C = N

Wertet man die Rekursion aus, so erhélt man:

k k k-1 k(k—1) k-2 k!
My=—-Mp 1=~ ——My_ o= : Mo 2= .. . —
k= Mr-1 =1 Mi2 2 N M3
Insgesamt folgt als expliziter Ausdruck fiir das k-Moment einer Zufallsvariable X mit

obiger Dichte f:

Aufgabe 3

(a) Fiir a > 0 und Parameter k, [ € R gilt aufgrund des ungeraden Integranden f(z) = cos(kx) sin(lx),
der iiber ein zur Null symmetrisches Intervall [—a, a] integriert wird, stets

/a cos(kx)sin(lx)dx =0

—a
(b) Im Folgenden sind die Parameter k,! € R auf |k| # |I| einzuschrénken.
Unter Nutzung der trigonometrischen Identitét
1
(¥) cos(a)cos(B) = 3 (cos(a — B) + cos(a + f3))
findet man fiir das erste zu untersuchende nachstehende Integral:

Tee(xy k1) = /cos(k;m) cos(lx) dz ©

5 | [eos((k = 1) + cos((k + 1a)] o

=3
-1 [Sin((k — D), sin((k + )z)
2| k=i k1

= Q(kzllz) [(k+ 1) sin((k — Da) + (k — ) sin((k + 1)z)] + ¢

Gruppiert man in der Klammer nach Termen mit Vorfaktor k& bzw. [, so gilt:
k(sin((k — l)z) + sin((k + l)z)) = 2k sin(kz) cos(lz)
[(sin((k —l)z) —sin((k + l)z)) = —2Lsin(lz) cos(kz)
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Dies ergibt sich aus dritten trigonometrischen Identitét (Terme bei k):
(xx%) sin(a — f) +sin(a + ) = 2sin(«) cos(fB) =

sowie der daraus resultierenden Identitét beim Vertauschen von o und 8 (Terme bei 1):
(xxx)"  sin(a — B) — sin(a + B) = —2sin(B) cos(a)

Damit erh&lt man insgesamt:

ksin(k 12) — 1 cos(ka) sin(l
Ieo(zs k1) = /cos(k:x) cos(lx)dx = sin(kz) cos( ig—l;OS( ) sin(lx) L

Unter Nutzung der trigonometrischen Identitéat

1
(xx) sin(a)sin(B) = 5 (cos(a — B) — cos(a + 3))
erhalt man fiir das zweite zu untersuchende nachstehende Integral

Igs(xik,1) = /COS(k‘:L“) cos(lx) dx (2)

% / [cos((k: —x) — cos((k + l)x)} dz

Bis auf ein relatives Vorzeichen im Integranden ist dieser Ausdruck identisch zu vorher, d.h.
man erhélt analog:

Iss(x k1) = /Sin(k:c) sin(lz) dx = Lsin(kz) COS(Z‘Z)Q__I{;;OS(}CQJ) sin(lz) +c

(c) Es seien nun die beiden Parameter k,l € N natirliche Zahlen. Zu zeigen sind insgesamt vier
Typen bestimmter Integrale, fiir deren Integrationsbereich stets [—m, 7] gilt:

1 (7 [0, firk#I
7r/ cos(k::c)cos(lx)dx—{ 1 firk =1

—T

[ . . [0 firk#1
ﬂ_/ sm(kx)sm(lx)dx—{ 1 fick =1

Fall 1: k #£ 1
e Fiir den ersten Integraltyp I..(x; k,1) gilt fir k #

1/ cos(he) cos(la) o = — [Lulzi 1)

g - T

— M [k sin(km) cos(Im) — [ cos(km) sin(im)

— (ksin(—km) cos(—lm) — l cos(—k) sin(—lﬁ))} =0 Vv

Die Null ergibt sich, da in jedem der vier Summanden die Sinus-Funktion bei einem
Vielfachen (k,l € N) von 7, d.h. an einer Nullstelle, ausgewertet wird.

e Fiir den zweiten Integraltyp ergibt sich fiir k& # [ vollig analog:

1/ sin(ka:)sin(la:)d:L’:l{lss(x;k,l)}7r =0 v
s -

T J-m
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Fall 2: k=1
Aus der Vorlesung ist die Stammfunktion von f(y) = cos?(y) bekannt,

/cos(y) dy = % + %sin(y) cos(y)

Mittels Substitution y = kx ergibt sich die fiir diesen Fall benttigte Stammfunktion:

1
/cos(k:x) dz = % + 3 sin(kx) cos(kx)

e Fiir den ersten Integraltyp I..(x; k,l) gilt fir k = I:

1 /" 1 [7
/ cos(kz) cos(kzx) dx = / cos?(kz) dz

T ) . TJ—x
1 1 w1
== [E + —sin(kx) cos(kx) =—(r+0)=1 v
Tl2 2 - 7

Der trigonometrische Term in der Stammfunktion trégt nicht bei, da bei Ober- sowie Un-

tergrenze die Sinus-Funktion bei einem Vielfachen (k € N) von 7, d.h. an einer Nullstelle,
ausgewertet wird.

e Fiir den zweiten Integraltyp ergibt sich fiir fiir £ = [ ebenfalls:

1 /7 1 (7
/ sin(kx) sin(kx) dz = / sin?(kz) dz

T ) _x ) _x
—W/ﬂ(l—cos (kx))dx—2—1—1 v

Kombiniert man die Ergebnisse aus dem Fall 1 und Fall 2, so erhdlt man die oben
genannte Identitéiten.
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A.2

Projekt 2 - Anwendungen der Differentialrechnung im R"

Dieses Projekt beschéftigt sich mit den Werkzeugen des Kapitel [3] ,|Differentialrechnung mehrerer]
[Veranderlicher. Es wird die Anwendung auf Reihen in Form der Taylor-Entwicklung in mehreren
Variablen sowie Beispiele zu Abgrenzung von eingefiihrten Definitionen diskutiert.

Aufgabe 1 Beispiel einer Taylor-Reihe, die nicht gegen die Ausgangsfunktion konvergiert

(a)

(b)

Wiederholen Sie im Falle einer Verdnderlichen die Definition des Taylor-Polynoms sowie den
Satz von Taylor.

Uberzeugen Sie sich davon, dass es eine konvergente Taylor-Reihe gibt, die nicht gegen die
Ausgangsfunktion konvergiert, indem Sie

f:R—=R mit f(x):exp(—%) firz #0 und f(0)=0

untersuchen. Wie lautet die Taylor-Reihe T'(z) der Funktion f um den Entwicklungspunkt
xo = 07 Wie ist das Ergebnis zu interpretieren?

Aufgabe 2 Taylor-Polynom fiir mehrdimensionale Skalarfelder

(a)

Im Falle einer Verdnderlichen stellt das Taylor-Polynom erster Ordnung die Tangente an
den Graphen dar. Der Tangentialraum verallgemeinert dieses Konzept auf d Variablen. Stel-
len Sie diese Konzepte gegeniiber und identifizieren Sie in dem allgemeinen Ausdruck einen
Gradienten. (In der Vorlesung wurde bereits der Spezialfall d = 2 betrachtet.)

In die Taylor-Reihe gehen Ableitungen beliebig hoher Ordnung ein. Untersuchen Sie im Falle
eines Skalarfeldes von drei Variablen, welche Ableitungen es bis zur dritten Ordnung gibt.
Welche sind davon gleich, wenn der Satz von Schwarz anwendbar ist?

Betrachtet man ein Skalarfeld f von zwei Variablen, so ergibt sich als Taylor-Polynom zweiter
Ordnung (quadratische Nidherung) um den Entwicklungspunkt @ = (9, yo):

Ta(w,y) = f(@) + f(@)(z — 20) + f4(@)(y — yo)

+ % [fzx(c_i)(x - xO)Q + (fmy(c_i) + fyx(a))(x - Cﬂo)(y - yO) + fyy(a)(y - y0)2]

Fiir d Variablen lautet das Taylor-Polynom zweiter Ordnung (Entwicklungspunkt @ € R? und
7 € RY):

To(7) = f(@) + Vf(a) - (¥ - a) + %(i"— a) - Hy(@)(7 — a)

Identifizieren Sie die beiden auftretenden Skalarprodukte sowie das Matrix-Vektor-Produkt
und zeigen Sie, dass die allgemeine Form die Darstellung fiir zwei Variablen enthélt.

Berechnen Sie die Taylor-Polynome erster sowie zweiter Ordnung fiir die Funktion

f:R3 = Rmit f(z,y,2) = vcos(ry) + zsin(z) um @ = (1,7,0) .

Zusatzfrage: Welche zusétzlichen Terme treten auf, wenn f bis zur dritten Ordnung ent-
wickelt wird? Nutzen Sie fiir die Ableitungen f;ji je eine Matrix M; fiir i € {x,y, 2} und
diskutieren Sie das notwendige Vorgehen qualitativ.
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Aufgabe 3 Wiederholung: Stetigkeit von reellen Funktionen

Bestimmen Sie a € R derart, sodass die Funktion f : Rf — R mit f(z) = 2/ fiir > z¢ und
f(x) = 2 + ax + 2 fiir < x¢ stetig ist, zunichst fiir 29 = 1, anschliefend fiir zo = 2. Bestimmen
Sie auBlerdem die Ableitung von f wo mdoglich.

Aufgabe 4 Stetige Fortsetzung im R?

Betrachten Sie fiir ¢« € R das zweidimensionale Skalarfeld

goy) = e Balls (2,y) £ (0,0)
’ a falls (x,y) = (0,0)

Untersuchen Sie, ob a € R derart gewihlt werden kann, sodass g stetig auf R? ist. Bestimmen Sie

dabei insbesondere die Hohenlinien zu ¢ € {—1,0,1}.

Aufgabe 5 Gegenbeispiel zum Satz von Schwarz
Betrachten Sie die Funktion

23y — 3
f({L' y) — mg—l—yg ,falls (x,y) 7é (Oa 0)
’ 0 falls (z,7y) =

(a) Zeigen Sie, dass f stetig auf R? ist.

(b) Berechnen Sie abseits des Ursprungs alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von f
(insgesamt sind sechs Ableitungen zu berechnen).

(c) Bestimmen Sie im Ursprung die ersten partiellen Ableitungen f,(0,0) und f,(0,0). Priifen
Sie, ob die partiellen Ableitungen f,(x,y) und f,(z,y) stetig auf R? sind.

(d) Bestimmen Sie im Ursprung die gemischten zweiten partiellen Ableitungen von f und zeigen

Sie fzy(0,0) # fy2(0,0).

(e) Begriinden Sie, warum der Satz von Schwarz fiir die Funktion f nicht anwendbar ist.

Abbildung: Darstellung von f(x,y) aus Aufgabe 5
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‘Im Folgenden wird ein Lésungsvorschlag fiir das Projekt vorgestellt

Aufgabe 1

(a) Die Definition des Taylor-Polynoms aus der Vorlesung ist:

Sei xg € R,n € Ng und f eine Funktion, die in der Umgebung von zg n-mal differenzierbar
ist. Dann heifit

f// (:BO)

o (az—xg)2—|—...+70(x—xo)”

das Taylor-Polynom vom Grad n (bzw. der Ordnung n) von f um x.

Dariiber hinaus besagt der Satz von Taylor:

Ist 29 € R, n € Ny und f eine (n + 1)-maL stetig differenzierbare Funktion, so ist fiir alle

x € R mit lim R,(x) = 0 die Taylor-Reihe T'(z) konvergent gegen die Ausgangsfunktion:
n—oo

f(z) =T(x). Ry(x) bezeichnet dabei das Taylor-Restglied R, (z) := f(z) — T, (x).

(b) Es gibt Funktionen, deren Taylor-Reihe T'(x) existieren, aber nicht gegen die Ausgangsfunk-

tion strebt:

1
| ‘ [ exp (_?) falls x # 0
f:R—R mit f(x>—{0 fallsx =0

Es gelten die folgenden Eigenschaften:
e f ist eine gerade Funktion

o lim f(z)=1

r—+o0

72

1
e [ ist stetig, da lin}) exp <—> =0= f(0)
z—

12+

Um das Taylor-Polynom zu bestimmen, sind im Folgenden Ableitungen fiir 9o — 0 zu be-
trachten:

e Die erste Ableitung fiir x # 0 lautet

P = Zew (- )



Die erste Ableitung fiir x = 0 ldsst sich direkt iiber ihre Definition bestimmen unter
Verwendung der Substitution z := %:

1
= ~1)-o0
£0) = i TEHD =IO _ e (Z32) =0
h—0 h h—0
— 1 _ 2
= Zlggozexp( z%)
- lim — &
= I o)

lim
a0 1422+ 124+

Im Nenner wurde dabei die MacLaurin-Reihe von exp(z?) verwendet, um Dominanz
des Nenners im Grenzwert deutlich zu machen. Wahrend der Zéhler aus dem Monom z
besteht, befinden sich im Nenner beliebig hohe Exponenten von z. Damit ergibt sich ein
verschwindender Grenzwert.

Die Frage, ob die erste Ableitung (iiberall) stetig ist, ldsst sich durch Betrachtung von
lin% f/(x) fir z # 0 beantworten. Es gilt:
z—

lim f/(z) = lim 223 exp(—2?)

x—0 Z—00
223
= lim ————
Z2—00 exp(zQ)
. 223
= lim =0

emoo 14224+ 220 4 .

Dabei wurde wieder eine Substitution z := i sowie die MacLaurin-Reihe verwendet.

Man erhélt damit die Stetigkeit von f’ an der Stelle z = 0:

lim f'(z) =0= f'(0) v

z—0

e Die zweite Ableitung fiir x # 0 lautet

o= (4 2)on(-2)

Die zweite Ableitung fiir z = 0 lasst sich wieder direkt {iber Definition bestimmen:

(@ +h) - £'(0) 55 exp (—5z) = 0)

" BT _ 1
F0) = Jimy h = h
= QZL}EOOzexp(—zZ)
= i
2Z4H—I>1<>o exp(zQ)

z

lim =0
2z4—>ool+2’2—|-%2’4—|—...

Die Rechnung sowie die Argumente verliefen hierbei analog zu den Grenzwerten, die
bei der ersten Ableitung f’ diskutiert worden sind. Ferner ergibt die Uberpriifung der
Stetigkeit von f” an der Stelle x = 0:

lim f’(x) = 0= f"(0) v

x—0
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e Die bei der ersten und zweiten Ableitung beobachtete Systematik bleibt auch bei htheren
Ableitungen erhalten. Es lassen sich fiir  # 0 Ableitungen f*)(z) berechnen, die alle
fiir z — 0 den Grenzwert Null besitzen. Ebenfalls gilt stets f*)(0) = 0. Die gemeinsame
Ursache hierfiir liegt in der Struktur

. # 1 : #2P "
lim —exp| —— | = lim ———< =0 fiir alle Exponenten p € Ny
z—0 xP x? z—00 exp(2?)

Damit gilt fiir alle Ordnungen k € Ny
M) =0

womit fiir das n-te Taylor-Polynom folgt:

T (z) = Z f(lz'(o)xk —0
k=0 )

n

Also erhilt man fiir die Taylor-Reihe T'(x) = 0, d.h. die Nullfunktion.

Es ist offensichtlich, dass f(x) # 0 fiir  # 0, d.h. die Taylor-Reihe stimmt nicht mit der
Ausgangsfunktion iiberein: T'(x) = 0 # f(z). Vielmehr stimmen Taylor-Reihe und Ausgangs-
funktion ausschliefilich am Entwicklungspunkt x = 0 {iberein, wobei gleichzeitig der Konver-
genzbereich ganz R ist (also r = 00).

Interpretation: Die Funktion f lauft aus der Null langsamer als jedes Polynom heraus:
exp (—x—lg) Das Nullpolynom T'(z) = 0 mit Steigung Null, Kriimmung Null, etc. ist die beste
polynomiale Approximation an diesen exponentiell unterdriicken Kurvenverlauf in der Umge-
bung des Ursprungs.

Aufgabe 2 Taylor-Polynom erster Ordnung (also n = 1 mit d ist Anzahl der Variablen D C RY)

(a) d=1:  f(z)= f(zo) + f'(z0)(z — 20)
deN:  f(Z) = f(a@) + fi(@)(z1 — a1) + f2(@) (22 — a2) + ... + fa(@)(2za — aq)
= f(a@) + Vf(a) - (¥ —a)
In der Verallgemeinerung den d-dimensionalen Entwicklungspunkt @ € D € R? und f; (1 <
k < d) die erste Ableitung von f nach der k-ten Variable. Die auftretende Summe ldsst sich

als Skalarprodukt zwischen dem Gradienten V f(@) und der Differenz zwischen Auswertungs-
und Entwicklungspunkt & — a@. Fiir den Spezialfall d = 2 ergibt sich etwa:

f(z,y) = f(@o,y0) + fa(z0,90)(x — 0) + fy(z0,%0) (¥ — ¥o)

(b) Man betrachte ein dreidimensionales Skalarfeld f : D C R? — R und alle Ableitungen bis zur
dritten Ordnung (d.h. d = 3 und n = 3).

1. Ableitungen :  fa, fy, f-

2' Ableitungen: fCL‘I7 facy’ fxza fyl‘a fyy7 fyz: fzacv fzy’ fzz
3. Ableitungen: fxa:m fmcya fx:czv fa:yx’ fxyya facyzu fa:zxv fa:zy7 fxzzy

fyzxa fya:ya fyxza fyyxa fyyyy fyyz: fyza;a fyzy7 fyZZ7

fZ.Z’Z‘? fZZEy7 fZ.iEZ) ny$7 nyy7 nyZ7 fZZJ?? fZZy7 fZZZ

119



Im Allgemeinen sind 3! = 3 erste Ableitungen sowie 32 = 9 zweite Ableitungen mdoglich. Ist
der Satz von Schwarz anwendbar, so verbleiben aufgrund der Stetigkeit (;1) = 6 unterschied-
liche zweite Ableitungen. Es lassen sich im Allgemeinen 3% = 27 dritte Ableitungen finden,
wovon im Falle von Stetigkeit (g) = 10 unterschiedlich sind

(¢) Fir d = 2 lautet die quadratische Naherung (n = 2) um @ = (2o, yo):

Ty(z,y) = f(@) + f@)(x = zo0) + fy(@)(y — yo)

+ % [foo(@)(z = 20)% + (fay(@) + foy (@) (2 = 20)(y = y0) + fyy (@) (Y — 10)°]

Fiir d Variablen gilt in quadratischer Nidherung (n = 2):

Dabei bezeichnet Hy(@) die Hesse-Matrix am Entwicklungspunkt und die ausgeschriebene
Multiplikation je ein Skalarprodukt.

Die Gleichheit der Ausdriicke fiir d = 2 ldsst sich durch eine kurze explizite Rechnung unmit-
telbar nachweisen.

(d) Man betrachte f : R? — R mit f(z,y, 2) = zcos(zy) + zsin(z) und den Entwicklungspunkt
@ = (1,m,0)" die Taylor-Polynome erster sowie zweiter Ordnung. Es ist d = 3 und f(a@) = —1.

Benotigt wird also V f(@) und H(a):

cos(zy) — xysin(zy) -1
Vf= —z? sin(zy) mit Vf(@) =1 0
sin(z) + z cos(z) 0
und
—zy? cos(zy) — 2ysin(zy) —x2ycos(zy) — 27 sin(zy) 0
Hy = | —2?ycos(zy) — 2z sin(zy) —23 cos(zy) 0
0 0 2 cos(z) — zsin(z)
mit
™ 7 0
He@ == 1 0
0 0 2

Damit folgt fiir das Taylor-Polynom erster Ordnung;:
Ti(z,y,z) = =14+ (1)@ -1) = —x

Fiir das Taylor-Polynom zweiter Ordnung folgt:

r—1 2

TQ(CC,y,Z):Tl(x,y,Z)+§ y—m
z

o3 3
O~ 3
N OO
<
|
3

1
:—x—|—§(7rx—|—y—27r)2+22

1Es gilt: Fiir ein d-dimensionalen Skalarfeldes lassen sich im allgemeinen d™ n-te Ableitungen finden, von denen
im Falle von Stetigkeit ("*%~") unterschiedlich sind.

n
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Aufgabe 3

Zur Wiederholung der Stetigkeit von reellen Funktionen betrachte man (fir ¢ > 0):

2y/x , T > X0

Rt 3 —
f:Ry =R mit f(z)_{x2+aa:+2 £ < o

Zunichst sei g = 1, dann gilt f(z¢) = f(1) = 2. Der linksseitige Grenzwert muss im Falle von
Stetigkeit mit dem Funktionswert iibereinstimmen:

lim f(z)=1+a-1+2=3+a=f(1)=2 & a=-1

r—1—
In diesem Fall gilt fiir die Ableitung

f’(:v)—{ o

20 -1 ,z<1

mit den rechts- und linksseitigen Grenzwerten lim f'(z) =1 und lim f'(z) = 1.
x—1t x—1-

Fiir a = —1 ist f also stetig sowie stetig differenzierbar.

Betrachtet man ferner xop = 2, dann gilt f(z9) = f(2) = 2v/2. Der linksseitige Grenzwert muss
auch hier im Falle von Stetigkeit mit dem Funktionswert iibereinstimmen:

lim f(z) =4+2a+2=6+2a=f(2) =22 & a=+v2-3<0

T2~
In diesem Fall gilt fiir die Ableitung
L , x> 2

f,(x):{ 2x+(\/\%—3) <2

mit den rechts- und linksseitigen Grenzwerten lim f/(z) = 4= und lim f/(z) = v2+ 1.
z—2t V2 T2~

Fiir a = v/2 — 3 ist f also stetig, jedoch in = = z¢ = 2 nicht differenzierbar.
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Aufgabe 4

Y
Es soll untersucht werden, ob der Parameter a € c=—1
R derart gewéhlt werden kann, sodass R
2_ .2 \\
sy~ { Bl (2,) £ (0,0) ;
a L falls (z,y) = (0,0) p
auf ganz R? stetig ist. 2

Man betrachte die Hohenlinien ¢ € {0,1, —1} abseits des Ursprungs (z,y) # (0,0):

c=0: Esist g(z,y) =0 <& 22-9?>=0, dh. fiiralle |z = |y|
c=1: Esistg(z,y)=1 <« 22—-y?>=22+9% dh.fiir alle y = 0 (z-Achse)
c=-1: Esist g(z,y) =1 <& 22—92=—(22+4?),

d.h. fiir alle z = 0 (y-Achse)

Aus dieser Untersuchung folgt, dass a € R mindestens drei Werte gleichzeitig annehmen miisste,

damit g im Ursprung stetig ist:
e Stetigkeit entlang der xz-Achse fordert a = 1.

o Stetigkeit entlang der y-Achse fordert a = —1.
e Stetigkeit entlang der beiden Winkelhalbierenden fordert a = 0.

Damit folgt, dass es keinen Parameter a € R gibt, sodass g stetig auf ganz R? ist.

Aufgabe 5 Im Folgenden wird ein Gegenbeispiel zum Satz von Schwarz diskutiert. Dazu betrachte

man die Funktion
1'3y72y3

flz,y) = { IQSyQ

 falls (z,y) # (0,0)
 falls (z,y) = (0,0)

(a) Zunéchst ist aufgrund der Darstellung als rationale Ausdruck die Funktion f stetig auflerhalb

des Ursprungs (z,y) # (0,0).

Um die Stetigkeit im Ursprung zu zeigen, ist fiir alle Folgen (x,y) — (0,0) zu zeigen, dass

f(z,y) — £(0,0) = 0 gilt. Dazu betrachte man

Fey) = [y |2 v
x2+y2 $2+y2 $2+y2
2
X Yy
< .
= [l (962 Ty x2+y2>

Da aus (z,y) — (0,0) folgt, dass |x| — 0 und |y| — 0 gilt, erhdlt man
|f (@, )] < 0 [zy| = 0= f(0,0) v

lim

(z,y)—=(0

lim
(z,y)—(0,0)

Insgesamt folgt, dass f stetig auf R? ist.

Bemerkung: Alternativ lésst sich dies auch dadurch begriinden, dass aufierhalb des Ursprungs

im Z&dhlen von g ein Polynom mit ausschlieﬁlichﬂ Ordnung 4 steht, im Nenner hingegen nur

2Solche Polynome (in mehreren Variablen) nennt man homogen, z.B. 3y + 2¢®, 2® + v?, zyz + 22y + v*2
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ausschliefllich Ordnung 2. Aufgrund des grofleren Exponenten strebt der Zidhler schneller
gegen Null als der Nenner, was den obigen Grenzwert erklért.

Abseits des Ursprungs fiir (z,y) # (0,0) erhdlt man:

ExBy _ {Ey3 - I4y 4 41.2y3 _ y5

Jo = or x2+4+y2 (22 +y?)?
- 2x3y — a9’ B x0 — da3y? — xyt
Yy 8y II'Q + y2 - (CCQ +y2)2

Ferner findet man abseits des Ursprungs:

 AdayP(3y* — a?)

fon = S
Foy = 4a3y(y? — 322)
(22 + y2)?
foy = (22 — y*) (2! +102%> + y*) _ s
(22 + 42)3 Y

Die Identitét fyy = fuy gilt, da fiir (z,y) # (0,0) die zweiten Ableitungen rationale Funktionen
und damit stetig sind.

Im Ursprung (z,y) = (0,0) erhédlt man unter Nutzung der Definition von Ableitungen:
. f(h,0 . 0-=0
x\Yy =1 ) h=1 - =
£2(0,0) = Jim 252 £(0,0)h = Jim == = 0
Es gilt:
why + Ax2yP — o
lim z(x,y) = im =0
e)ol00)” (®:) (y)=00) (27 +y?)?

Dieser Grenzwert gilt, da im Z&hler ein homogenes Polynom fiinfter Ordnung, im Nenner ein
homogenes Polynom vierter Ordnung steht, der Zéhler also schneller gegen Null strebt als der
Nenner. Analog erhélt man:

xd — 43:3y2 — :ny4 _ 0

lim r,y)= lim
<x,y>a<o,o>fy( 2 (@y)—00) (22 +y?)?

Damit sind die ersten partiellen Ableitungen f,(z,y) und fy(z,y) stetig auf ganz R2.

(d) Fiir die gemischten zweiten Partiellen Ableitungen am Ursprung gilt:

fﬂﬂy(()?O) - 6yfﬂ”(0’0> = }lng%) h = hlir%) W =1
5
_9 o fy(h0) = f2(0,0) ﬁ B
Fuel0:0) = 5 f0.0) = Jimy FEE T = iy G = 1 £ 00)

(e) Fiir (x,y) # (0,0) gilt nach Teilaufgabe b):

(z? — y?)(a* + 102%y* + y*)
(22 + 42)3

fxy(xvy) =
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Sowohl im Z&hler als auch im Nenner stehen also homogene Polynome der Ordnung sechs,
insbesondere sind also die Ordnungen in Z#hler und Nenner gleich.

Abhéingig davon, wie man sich dem Ursprung néhert, &nder sich der Grenzwert der zweiten
gemischten Ableitungen fo,(x,y) am Ursprung:

- _oa?eat

20 S0 ¥) = iy =
2,4

. . Ty Yy

25 (0 = 0 s

Damit ist fgy(z,y) am Ursprung eine unstetige Funktion, d.h. die Voraussetzungen des Satzes
von Schwarz sind nicht gegeben.
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A.3

Projekt 3 - Das Basler Problem II

In diesem Projekt wird ein Mehrfachintegral zur Losung des Basler Problems genutzt. Die Darstel-
lung ist an ,Das Buch der Beweise“ (Springer Verlag, 2. Auflage 2004) angelehnt.

Aufgabe Ein alternativer Zugang zur Losung des Basler Problems

(a) Wiederholen Sie die mit Fourier-Analysis bereits gefundene Antwort zum Basler Problem:

(b)

(=3 5=

n=1

Zeigen Sie, dass der Wert des Doppelintegrals

1 1 1
I—// dz dy
0o Jo 1—xy
1

iiber G = [0,1] x [0, 1] identisch ist zur Summe der inversen Quadratzahlen: Z — =1
n

n=1

o0

Hinweis: Stellen Sie den Integranden f(x,y) > 0 als geometrische Reihe dar. Nutzen Sie
ferner, dass hier die Reihenfolge von Integration und Summation vertauscht werden kann.

In den folgenden Schritten wird das Doppelintegral I iiber G berechnet, indem neue Koordi-
naten u := %(ac + y) sowie v := %(y — x) eingefiihrt werden.

(i) Skizzieren Sie den Integrationsbereich G beziiglich (x,y) sowie beziiglich (u,v). Zeigen
Sie mithilfe der Jacobi-Determinante, dass de dy = 2dudv gilt.

(ii) Stellen Sie das Integrationsgebiet G als Normalbereich bzgl. der Koordinate u dar. Zeigen
Sie, dass sich I wie folgt schreiben ldsst:

% u 1 1 1-u 1
124/ / Hdvdu—f—él/ / — 5 dvdu
o Jo 1—u+v 1 Jo 1—vws+v

(iii) Werten Sie das Integral I aus und lésen Sie (zum zweiten Mal in dieser Vorlesung) das
Basler Problem.

Optionale Zusatzaufgabe und ex-post Wiirdigung des Vorgehens

Betrachten Sie nochmals das urspriingliche Doppelintegral I in Teilaufgabe b). Man kénnte
ex-ante der Meinung sein, dass die Darstellung des Integrals iiber G = [0, 1] beziiglich der
Koordinaten (z,y) recht vielversprechend ist.

e Fiihren Sie in diesen Koordinaten eine der beiden Integrationen aus und betrachten Sie
das verbleibende Integral. Sie werden erkennen, dass es fiir dieses Integral keine analyti-
sche Stammfunktion gibt, weshalb die , straightforward“-Berechnung des Doppelintegrals
I nicht zielfiihrend ist[l]

e Blicken Sie abschlielend noch einmal auf das obige Vorgehen. Welche wesentliche Stellen
gibt es nach Threr Meinung, die eine direkte analytische Losung des Basler Problems
ermoglichen?

'Das Thnen vorliegende Integral wird als Dilogarithmus bezeichnet, Liz(z). Sie ist ein Spezialfall der
Polylogarithmus-Funktionen, Li,(z). Bei Interesse konnen Sie weitere Informationen iiber diese interessanten spe-
ziellen Funktionen online finden.

125



Im Folgenden wird ein Lésungsvorschlag fiir das Projekt vorgestellt

Aufgabe

(a) In Ubungsblatt 4, Aufgabe 3 wurde in der letzten Teilaufgabe mittels Fourier- Analysis gezeigt,
dass fiir die Summe der inversen Quadratzahlen gilt:

1 w2
C(Q):ZEZE

n=1

(b) Behauptung: Diese Summe lisst sich darstellen als

=1 Lt
Z:Q:I:/q/ dz dy
=n o Jo 1—xy

Nachweis: Mit der geometrischen Reihe

o0

1 "
Do (ey) = o firlayl <1

n=0

Loy 1 1
[:// dxdy:// 2"y da dy
0o Jo 1—my 0 07;)
S| 1
:Z/x”dx/ y" dy
HZUL,I_/L,_/

1

erhalt man:

“n+1 “n+l
o o
1 1
= —_ = - \/
nz:() (n+1)2 nz:l n2

Die Vertauschung der Integrationen mit der Reihe ist erlaubt, da alle Beitrége positiv sind.

(¢) Um das Doppelintegral I zu berechnen, wird die Substitution

u:=3(x+y) und v:=3i(y—z)

durchgefiihrt. Daraus folgt die Umkehrung = v — v und y = u + v.

(i) Das Integrationsgebiet lautet in den Koordinaten x und y (siehe linkes Panel in nach-
stehender Skizze):
G={(z,y) eR?|0<z<1,0<y<1}

Die neuen Koordinatenachsen zeigen dabei in Richtung

L1/ 0\\ /(3 . 1//0 NN\ _ (-3
=30+ 0) = (1) = =2 (0)-6) -0
Damit stellt sich der Integrationsbereich beziiglich der Koordinaten v und v dar wie im

rechten Panel der nachstehenden Skizze gezeigt:
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(iii)

Integration beziiglich (u,v)-Koordinaten

. - . v
Integration beziiglich (z,y)-Koordinaten
Yy 1/24
u 1—u
1 7N
d N
e Y
4 N
4 AY
N e Y |
U Y , u
U 0 1/2 1
t 1
—u w—
0 1 1ol

Fiir die Jacobi-Matrix der Substitution (z,y) — (u,v) gilt:
ox,y) (1 —1)
d(u,v) 1 1
Damit folgt fiir die Jacobi-Determinante det J =1 — (—1) = 2, d.h.
dzdy = |J|dudv = 2dudv

J =

Mit der Substitution (z,y) — (u,v), dh. 1 —2y =1— (u—v)(u+v) = 1 —u? +v? lisst
sich das Doppelintegral I darstellen wie folgt:

1 1
1
=
0o Jo 11—y
i ru 1 1 pl—u 1
=2 — X dvd 2 —————dvd
/0 /_ul—u2+v2 vdut /§/u—1 1w o2 0

% u 1 1 1—u 1
=4 ————dvd 4 ——dvd v
/0 /0 1—u2+o2 " ut /;/0 1—u2 o2 0

In einem ersten Schritt wurde dabei die u-Integration in zwei Teilbereiche geteilt: u €
[0,1] = [0, %] U [%, 1], in denen sich die untere sowie obere Integrationsgrenze fiir v direkt
darstellen lassen. Aufgrund der Symmetrie des (in v geraden) Integranden, lassen sich in
einem zweiten Schritt die unteren Integrationsgrenzen fiir v auf Null setzen. Dies wird
durch einen zusétzlichen globalen Faktor 2 vor dem Integral kompensiert.

dx dy

Das verbleibende Integral lisst sich mittels bekannter Stammfunktionen 16sen. Mit

/ 1
a? + 22

erhilt man fiir ¢ = V1 — u?:
3 [u 1
1:4/ / -
0 0 1*U2+’02
3 1—u

1 U 1
=4 | ———arctan | —— ———— arctan | —— | du
/0 V1—u? <\/1—u> V1—u? <\/1—u>

Mit der Substitution u =: sin(f), d.h. du = cos(6) d erhélt man fiir das erste Integral:

31 u 1 sin(0)
4 —_— —_— frg 4
/0 Vi arctan (ﬂ) du /0 cos(0) arctan (cos(@)) cos(f) dé

x 2

6 T

=4 0do = —
[ oan=T;

1 x
dx = — arctan (—) +c
a a

1 1—u 1
dvdu+4// ﬁdvdu
1 Jo 1—wu*+v
1

du+4

1
2
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Wesentlich ist dabei die Vereinfachung arctan(tan(6)) = 0 sowie dem Kiirzen der Jacobi-
Determinante cos(), sodass ein einfaches Polynom als Integrand verbleibt.

Analog erhélt man mit der Substitution v =: cos(#), d.h. du = —sin(#) dé fiir das zweite
Integral:

4 / 1 \/11_7# arctan <;%> du = 4 / " Sinl( gy arctan <1;§?;>(9)) (—sin(9)) dé

:4/9 m
0o 2

do = —
In dieser Rechnung wurde die Halbwinkelformel

9
o (§) - 1520

(HE]

angewendet, sodass die Vereinfachung arctan(tan(g)) = g genutzt werden konnte. Nach
dem Kiirzen der Jacobi-Determinante sin(f) und der Beriicksichtigung des negativen
Vorzeichens durch Vertauschen der Integrationsgrenzen verbleibt auch hier ein einfaches

Polynom als Integrand.

Fasst man die beiden Bestandteile des Integrals zusammen, so erhélt man (erneut) die
Losung des Basler Problems:

[e's)
1 2 2 2
S lopmymom oy,
n2 18 9 6

n=1
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