Ingenieurmathematik 1 Studiengang Maschinenbau
Dr. Robert Lang OTH Regensburg

Ubungsblatt 6 - Lésungshinweise

Aufgabe 1 Gegeben sind nachstehende Matrizen:
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a) Es gilt det(4) = 36, det(B) = 0, det(C) = —2 und det(D) = —1. Daher haben die
Matrizen A, C, D eine Inverse, die Matrix B hingegen ist nicht invertierbar.
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A = 36 (_2 3) (Rechenregel 2 x 2)
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Ct'=10 7 0 (Diagonalmatrix)
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D*t=|-1 -7 6 (GauB)
-2 —11 10

b) Da A, C, D invertierbar sind, haben sie vollen Rang:
Rg(4) =2, Rg(C)=3, Rg(D)=3

sowie nur den trivialen Kern: ker(4) = {0} € R? und ker(C) = ker(D) = {0} C R®.
In B sind die beiden Zeilen/Spalten voneinander linear abhéngig, es gibt aber eine von
Null verschiedene Zeile/Spalte, daher gilt Rg(B) = 1. Der Kern berechnet sich iiber Gaufl

zu ker(B) = span( (?))
¢) Aus der Rechenregel det(M; - Ms) = det(M;) - det(M;) folgt mit den Ergebnissen aus a):

det(B*) = (det(B))*? =0 und det(D*) = (det(D))** = +1
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Aufgabe 2 Gegebenist A= |2 1
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a) det(A) = a —4, d.h. fiir a # 4 ist A invertierbar. Mit Gaufl ergibt sich:

a—3 1 —1
9—2a a—3 -1
-1 -1 1
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b) Aus dem GauB-Verfahren der Teilaufgabe a) ergibt sich:

e Fiir a # 4 gilt: Rg(A) = 3 (voller Rang) und AZ¥ = b hat genau eine Losung:
F=A".

e Fiir a = 4 gilt: Im GauB-Verfahren erhélt man eine Nullzeile, d.h. Rg(A) = 2 und
AZ = b hat entweder keine oder unendliche viele Losungen.
Genauer: Mit Gaufl ergibt sich ein Nullzeile mit nicht-verschwindenden Elementen
auf der rechten Seite, Widerspruch, also keine Losung fiir a = 4.

¢) Nun gilt a = 5, also

2 1 -1 ) 2 1 -1 2 -1
Al=1-1 2 -1 =7F7=A""=[-1 2 -1 71=10
-1 -1 1 -1 -1 1 12 3

) b a a 0 . .
Aufgabe 3 Gegeben sind A = (—b ot b)’ B = (—b —Qa) fiir allgemeine 0 < a < b.

Gesucht ist die Matrix X, sodass
XB+ (X —FE)A=E,

Auflésen nach X ergibt auf Ebene der reinen Gleichung, d.h. ohne A und B einzusetzen:
X =(E,+A)(A+B)™!

mit det(A + B) = b* — a® + 2ab > 0 (da laut Angabe b > a > 0 gilt). Damit ergibt sich:

1 >+ab+b—a a2 —a
2 —a2+2ab \ V®*+3ab+20 a?+b*+3ab+a+b

Fiir den Spezialfall ¢ = 1 und b = 2 ergibt sich:

()

X =

0 -2 2 4 2
Aufgabe 4 Gegebenist A= |2 —1 —1 1] sowiev = | —1
2 =2 0 3 1

a) Gauf fithrt in allen drei Féllen auf Matrizen mit zwei Pivotelementen, d.h. der Rang ist
fiir alle drei Matrizen gleich: Rg(A) = Rg(ATA) = Rg(4AT) = 2.
Bei A € M(3,4) fiihrt der GauB-Algorithmus auf eine Nullzeile, bei AT A € M(4,4) auf
zwei Nullzeilen, bei AAT € M(3,3) wieder auf eine Nullzeile.

b) Es gilt 7T A € M(1,4) und (AT9)"(AT¥) € M(1,1) = R. Explizit erhiilt man:
7TA=(0 -5 5 10) und (A'%)'(A'7) =150

Aufgabe 5 Anwendung der Rechenregeln E! = E,, und (M, M,)" = M, M| fiihrt zu:
X =(E,-3B)(5E, +4A-2C")™*
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Aufgabe 6 Gegeben sind fiinf Vektoren @, ..., 75 € R% und a € R:

2 —1 1 1 1
3 -1 —2 1 —25
n=|\1]|, =101, 3= 11, ou=1|1]|, U= 4
0 1 1 0 4
1 a 1 2 -7

a) Gaufl fur B := (51 by I;;;) € M(5,3) fiihrt unabhéngig von a € R zu drei Pivotelemen-
ten. Damit sind die drei Vektoren linear unabhéngig.

b) Es sei nun a = 5. Gesucht ist ¥ € R® in AT = b= (1, -2,1,1, 1)T. Mit Gauf:

2 -1 1 1 1 —-80 29 97 64 —23
3 -1 -2 1 =25 -39 14 47 31 -—11
A=1]1 0 1 1 4 = Al=1]95 —34 —115 —74 27
0 1 1 0 4 41 =15 —49 —34 12
1 5 1 2 -7 —14 5 17 11 -4

Es folgt: # = A~'5 = (0,0,1,0,0) " = &

Aufgabe 7 Gegeben sind die Matrizen:

Lo 8 3 =25 3(2)88
A=1-3 5 0], B:(_6 2), cC=|-2 4 =-10|, D= 0114
0 01 5 —10 25 00 11

Allgemeines Vorgehen: Die Eigenwerte einer Matrix M € M (n,n) werden iiber die Nullstel-

len des charakteristischen Polynoms x/(A) = det(M — AE,) = 0 bestimmt. Die Eigenvek-
toren sind je Eigenwert \; iiber den Kern von A — \;F,, zu bestimmen. Dieser wird jeweils
mithilfe des Gauf}-Algorithmus bestimmt.

a) o xaA) =1 =X\ =6A+8)=N—4)A—-2)(A—1

o A1 = 4 mit Eigenvektoren aus ker(A — 4F3) = span(

)
o Ao = 2 mit Eigenvektoren aus ker(A — 2F3) = span( (
0
o A3 = 1 mit Eigenvektoren aus ker(A — E3) = span(| 0

1
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o xp(A) = A2 — 10X+ 24 = (A— (5+3)) (A — (5 — 3))
o A1 = 5+ 3i mit Eigenvektoren aus ker(B — (5 — 3i) Ey) = span( (1_—1-22>)

o Ao =5 — 3i mit Eigenvektoren aus ker(B — (5 + 3i) Ey) = span( (1__21))

o xe(A) = A2(30 — \)

o A1 2 = 0 mit Eigenvektoren aus ker(C') = span(

S =N
(e
~—

1
o A3 = 30 mit Eigenvektoren aus ker(C' — FE3) = span( (2 )
+

(D] oxp(N)=@2=A2((1-1)2-4) =2~ )(A

Y

1
o A1 2 = 2 mit Eigenvektoren aus ker(D — 2E,) = span (
0
o A3 = 3 mit Eigenvektoren aus ker(D — 3E;) = span( g

1

)
1
0
0
0
0
0

Ay = —1 mit Eigenvektoren aus ker(D + Ej) = span( )
1

@)

b) Es gilt ganz allgemein, dass die Determinante einer Matrix M € M (n,n) identisch ist
zum Produkt ihrer Eigenwerte:

det(M) = ZMk;k = H)\k
k=1 k=1

c) Es gilt ganz allgemein, dass die Spur (engl. 'trace’) einer Matrix M € M (n,n) identisch
ist zur Summe ihrer Eigenwerte:

M) := ZMkk = ZM
k=1 k=1
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Aufgabe 8 Gegeben sind 7 = (3 2)T, y= (4 3)T, 7= (1 1 1)T und v = (\/§ 1)T.

a) Die Drehmatrix (R?) lautet fiir v = 60°, also mit cos(60°) = £ und sin(60°) = ‘/75:

36 V)

Damit folgt:

1 /1
Ae) = B (\/§> (erste Spalte von A)
1 /_
Aey = 3 ( 1/5) (zweite Spalte von A)
AZ = L(3-2v3
2\3v3+2
i (- 2V/3
Y7 \avE+ 8
b) Die Drehmatrix (R?) um die z-Achse lautet fiir @ = 30°, also mit cos(30°) = \/73 und
sin(30°) = 1:
1 (2 0 0
A=5|o0 V3 -1
0 1 V3
Damit folgt:
2
A7=-1V3-1
143
7y € R? kann gefunden werden, indem Z um 8 = —a = —30° um die z-Achse gedreht
wird (inverse Drehung). Es gilt:
0 1 2

— — 1
ZH=AT17=ATz7="2

2 0 .
0 V3 1 1 =5 V3+1
0 —1 V3 1 V3-1

c¢) Fiir den Vektor ¢ ergibt sich ein von der Geraden span(v) und der z-Achse eingeschlos-
sener Winkel a = arctan(v/3) = 30°. Damit ist cos(120°) = —% und sin(120°) = \/Tg

soa= (i) i) =3 (5 %)
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Damit folgt:

1 /-1
St.a€1 = 5 (\/§> (erste Spalte von Sz, )
1
Si.afa = 3 (?) (zweite Spalte von Sz )
Sy ol = E 2v3 -3
2T T2 \3v3+2
o o1 (3V3-4
Y=o \4v3+3

1

o : : : _ (cos(2a)  sin(2a) -
d) Fiir die allgemeine Spiegelungsmatrix Sz, = (Sin (20) —cos(2a) gilt:
o det(Sza) = —1
o tr(S5a) =0
o x(\) =X -1
t(2 —
o A = +1 mit Eigenvektoren aus ker(Sz, — F2) = span( (CO (20) + sm(Za)))

t(20) — —H—
o Ay = —1 mit Eigenvektoren aus ker(Sz, + E2) = span( <CO ( a>1 Sln(2a)>)
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