Ingenieurmathematik 1 Studiengang Maschinenbau
Dr. Robert Lang OTH Regensburg

Ubungsblatt 6

Aufgabe 1 Betrachten Sie nachstehende Matrizen:

6 0 0 4 5 —1
Az(;’ _69), Bz(_43 _68>, C=(0421 0], D=[20 1
00 —1 31 1

a) Welche der Matrizen A, B, C, D besitzt eine Inverse? Bestimmen Sie diese.
b) Bestimmen Sie fiir jede der vier Matrizen ihren Rang sowie ihren Kern.

c¢) Bestimmen Sie die Determinante von B*? und D*2.

1 01 2
Aufgabe 2 Betrachten Sie A= |2 1 3| fiir ein a € R und b= |7
31 a 12

a) Fiir welche Werte von a ist die Matrix A invertierbar? Wie lautet dann ihre Inverse?

b) Welchen Rang hat A in Abhéngigkeit von a? Was lasst sich daraus iiber die Losbarkeit
des linearen Gleichungssystems (LGS) AZ = b aussagen?

c¢) Bestimmen Sie fiir a = 5 alle ¥ € R3, sodass AT = ggilt.

e Ty . b a a 0 D
Aufgabe 3 Fiir die Einheitsmatrix Fy und A = b oot b)’ B = <—b —2a) ist die

Matrix X gesucht, fiir die nachstehende Gleichung fiir allgemeine 0 < a < b erfiillt ist:

Uberlegen Sie fiir den allgemeinen Fall, dass fiir 0 < a < b die erforderlichen inversen
Matrizen existieren. Wie lautet X fiir den speziellen Fall ¢ = 1 und b = 27

0 -2 2 4 2
Aufgabe 4 Betrachten Sie die Matrix A= |2 —1 —1 1| sowiev = | —1
2 -2 0 3 1

a) Bestimmen Sie den Rang von A, AT A sowie AAT.

b) Uberlegen Sie zunichst, warum die Ausdriicke o7 A und (A"%)T(AT%) mathematisch
sinnvoll sind und berechnen Sie anschlieBend deren Ergebnisse.

Aufgabe 5 Es seien A, B,C € M(n,n). Finden Sie die Matrix X, sodass die folgende
Gleichung erfiillt ist:
5X +4XA+3B=(2CX"+E,)"

Hinweis: Sie diirfen davon ausgehen, dass die erforderlichen inversen Matrizen existieren.
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Aufgabe 6 Betrachten Sie nachstehende fiinf Vektoren v, ..., U5 € R® mit a € R:

p 1 1 1 1
3 1 9 1 95

h=1], =0, m=1]|, a=[1], &=] 4
0 1 1 0 4
1 a 1 9 7

a) Zeigen Sie, dass 71, Uy, U3 fiir alle Werte von a € R linear unabhéngig sind.

b) Es sei nun a = 5. Finden Sie # € R, sodass b= (1, -2,1,1, 1)T durch o1, ..., U5 linear

kombiniert werden kann, d.h. finden Sie Koeffizienten z;, sodass b= 101+ . ..+ x505 gilt.

Aufgabe 7 Betrachten Sie nachstehende Matrizen:

Lo 8 3 Lo=2 5 3(2)88
A=|-3 5 0], B:(_6 2), cC=|-2 4 -10|, D= 011 4
0 0 1 5 —10 25 00 11

a) Bestimmen Sie die Eigenwerte aller vier Matrizen. Wie lauten die zu jedem Eigenwert
gehorenden Eigenvektoren?
Hinweis: Bei manchen Matrizen treten komplexe FEigenwerte und Eigenvektoren auf.

b) Weisen Sie zunéichst nach, dass det(A) =8, det(B) = 34, det(C) = 0 und det(D) = —12
gilt. Berechnen Sie danach separat fiir jede Matrix das Produkt ihrer Eigenwerte. Was
fallt Thnen auf?

c¢) Unter der Spur (engl. 'trace’) einer quadratischen Matrix versteht man die Summe ihrer
Diagonalelemente, d.h. fir M € M(n,n) ist tr(M) := > 7| M.
Weisen Sie zunéchst tr(A) = 7, tr(B) = 10, tr(C) = 30 und tr(D) = 6 nach. Berechnen
Sie danach separat fiir jede Matrix die Summe ihrer Eigenwerte. Was féllt Thnen auf?

Aufgabe 8 Betrachten Sie 7= (3 2), 5=(4 3),z=(1 1 1)  undv=(v3 1) .

a) Das Standardkoordinatensystem des R? wird um a = 60° in mathematisch positive Rich-
tung gedreht. Geben Sie die entsprechende Drehmatrix A € M (2,2) an und bestimmen
Sie damit die neuen Koordinaten von €7, €, ¥ und 7.

b) Das Standardkoordinatensystem des R? wird um a = 30° um die z-Achse gedreht. Geben
Sie die entsprechende Drehmatrix A € M(3,3) an und bestimmen Sie die neuen Koordi-
naten von Z. Welcher Punkt Z; € R? im alten Koordinatensystem erhiilt bei der Drehung
die urspriingliche Positionen von z7

c¢) Die Punkte Z, ¥ werden an der Geraden span(¥)) gespiegelt. Geben Sie die entsprechende
Spiegelungsmatrix S, € M (2,2) sowie die neuen Koordinaten von €}, €y, Z und ¢ an.

d) Betrachten Sie eine allgemeine Spiegelungsmatrix S, € M(2,2). Bestimmen Sie die De-
terminante, die Spur, die Eigenwerte sowie die Eigenvektoren von S,.
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